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TE $ EOS este periodo: en particular no se a 
cie LE ES generales de posibilidad para un si de 
embargo dona: describir el conjunto de las e . 
e Hab A ES e XIX, Hermite se ve llevado a utilizar E 
7 : E e números, div : ; 
ecuacione , : , Cliversos lemas rel : 
as os lineales, y sobre todo una o a ES 
ción lineal con coeficientes enteros ([759], t. 1 pe a 
> b. A, , 


> Hay, sin ém : na 
0a DIC o algunos indicios de conocimientos aritméticos más avanzad 
racionales si n es un UE que la ecuación x? + y? =n no tien A 
a ao) a e de la forma 4k + 3 (Libro V, problema 9 SV 
egos 14 (197 al, t.L pp. 332-335 y p. 425; cf. también (133 f), pp, 105 nl 
e micos han figurado también entre los que lle Ea 
e tipo de ecuaciones (cf. [78], t. IL, pp. 100 7 o a los 
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¡ E di- 
y 265). Finalmente, después de que Heger diese en 1858 la con 


ción de posib dad para un si a igual al número 

ión de posi 11 P sistema cuyo rango se 

e 61, define los factores invariantes 
> 


de ecuaciones, H. J. o se mea > obtiene el teorema SE 
? oeficien » 
de una matriz COn € 


1 anónica» 
ral de reducción de una matriz de este tipo a su «forma € | 


871, t. 1 pp. 367-409). | 
A Ae tanto se iba precisando poco a e (cf. p. 89), y debido 
beliano, después de su introducción por Gaus E A os 
a la importancia adquirida por dicha noción en ena Pra 
A de la teoría de números. En el estudio par LS ide 
fundo: realizado en las Disquisitiones del grupo da Gauss había 
las clases de formas cuadráticas de O no eran cíclicos 
de estos gru : ee 
muy pronto que algunos de € a es. 
pisa e ARA una base [es decir, un pan br se 
Me tomar dos, tres, O más, que, a a Eo 374-375). 
lases» O a 
ición?, puedan dar todas las € . | labra: 
No. Alsa asegurarse que Gauss haya querido di 
describir la descomposición e Eo! o ea Disquisitiones, . 
di sra : ES 
íclicos; sin embargo, €n € hos selm.cm.:. 
Bn que existe un elemento del grupo cuyo orden € a 


i demues-. 
de los órdenes de todos los elementos en otros términos, 
tra la existencia del mayor 


j 1 124 al, ts I pia 
factor invariante del grupo (l A 
373); y por otra parte, conocía la noción de A, a 
A ue en un manuscrito del año 1801, pero ds poción 
de E muerte, esboza una demostraciób a e a E ZA és 
liano finito en producto directo d6 P- 
dE 1 boe todo caso, en 1868, Schering, editor de las obras 


do 

a inspirado por estos resultados (y sobre todo 

E o qua 08 de encontrar), siempre para el sue 

E de formas cuadráticas, el teorema general de descomp a 

E Mel t. L pp. 135-148) utilizando un método que, pe % 
pe e después en términos abstractos Por Kronecker ([] 


t. L, pp. 273-282) es esencialmente el mismo que se emplea hoy 


n aditiva para la ley de composición de clases, y, PO 
ducto de una clase por un entero. 


7 Gauss emplea la notació . 
su memoria sobre las ecua 


i iplicación» el pro 
ntiende por «multiplicación» €: z 
A rambién Abel demuestra de paso esta propiedad en 


ciones.abelianas ([1], t- L Pp- 494-497). 
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En lo que se refiere a los grupos abelianos sin torsión, ya hemos 
indicado (cf. pp. 95-96) de qué forma la teoría de las funciones 
elípticas y las integrales abelianas, desarrollada por Gauss, Abel 
y Jacobi, iba llevando poco a poco a tomar conciencia de su es- 
tructura; el primero y más célebre ejemplo de descomposición de 
un grupo infinito en suma directa de grupos monógenos es dado 
por Dirichlet en 1846 en su memoria sobre las unidades de un cuerpo 
de números algebraicos ([92], t. L pp. 619-644). Sin embargo, hay 
que esperar hasta 1879 para que se ponga de manifiesto la relación 
entre la teoría de los grupos abelianos de tipo finito y el teorema 
de Smith, y sea utilizada explícitamente por Frobenius y Stickelberger 


. (11201, $ 10). - 


En esta misma época se completa también la teoría de la seme- 
janza de matrices (con coeficientes reales o complejos). La noción 
de vaior propio de una sustitución lineal aparece explícitamente 
en la teoría de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con 
coeficientes constantes, aplicada por Lagrange ([191], t. 1, p. 520) 
a la teoría de los pequeños movimientos, y por Lagrange ([191], 
t. VI, pp. 655-666) y Laplace ([793], t. VIIL, pp. 325-366) a las des- 
igualdades «seculares» de los planetas. Está igualmente implícita 
en muchos problemas abordados también a mediados del siglo xvi, 
como el de hallar los ejes de una cónica o una cuádrica (realizado en 
primer lugar por Euler ([108 a] (1), t. IX, p. 384)), o el estudio (igual- 
mente debido a Euler ([108 a] (2), t. HI pp. 200-201)) de los ejes prin- 
cipales de inercia de un cuerpo sólido (descubiertos por de Segner 
en 1755). Hoy sabemos también que esta misma noción (aunque 


-en una forma mucho menos manifiesta) aparecía también en los 


comienzos de la teoría de las ecuaciones en derivadas parciales, en 
particular en la ecuación de la cuerda vibrarite. Pero (sin hablar de 
este último caso) el parentesco entre estos distintos problemas no 
es reconocido antes de Cauchy ([56 a] (2), t. V, p. 248 y t. IX, p. 174). 
Además, como en la mayoría de ellos aparecen matrices simétricas, 
son los valores propios de estas matrices los que se estudian al prin- 
cipio; señalemos aquí que ya en 1826 demuestra Cauchy la invarianza 
por semejanza de los valores propios de estas matrices, y demuestra 
que son reales para una matriz simétrica de orden 3 ([56 a] (2), t. V, 
p. 248), resultado que generaliza a las matrices simétricas reales 
unos tres años después ([56 a] (2), t. IX, p. 174)”. La noción general 
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de proyectividad, introducida por Móbius en 1827 (12231, t. L 


p. 217) lleva rápidamente al problema de la clasificación de estas. 
transformaciones (para 2 y 3 dimensiones en primer lugar), que no 
es otra cosa que el problema de la semejanza de las matrices corres- 
pondientes; Pero durante mucho tiempo esta cuestión €S tratada 
solamente mediante los métodos «sintéticos» tan en boga a mediados 
del siglo XIX, y SUS progresos (muy lentos por otra parte) no parecen 
haber tenido influencia sobre la teoría de los valores propios. No 
sucede lo mismo con otro problema de geometría, el de la clasifica- 
ción de los haces de cónicas o de cuádricas, que, desde el punto de 
vista moderno, Se reduce al estudio de los divisores elementales de 
la matriz U + AY, siendo U y Y matrices simétricas; Sylvester . 
aborda el problema desde este punto de vista en 1851, examinando . 
cuidadosamente: (con vistas a encontrar «formas canónicas» del haz 
- considerado) el comportamiento de los menores de la matriz U + 


AV cuando se sustituye A por un valor que anula su determinante 


(3041, t. 1, Pp- 219-240). El aspecto puramente algebraico de la. 
teoría de valores propios progresa simultáneamente, hacia 1850: 


varios autores (entre ellos Sylvester) demuestran que los valores. 


propios de U” son 
de U, mientras que Cayley, en 18 


funda el cálculo d 
«teorema de Hamilton-Cayley» para una mat 
cualquiera?”, contentándose con demostrarlo mediante UN cálculo 
directo para las de orden 2 y 3. Por último, Weierstrass, en 1868, 
siguiendo el método de Sylvester, obtiene las «formas canónicas»: 


para un «haz» U + AV, donde esta vez U y V son matrices cuadradas 


no necesariamente simétricas, cumpliendo la única condición de que 
í deduce la defini 


det(U + AV) sea distinto de cero; a partir de aqu 
ción de divisores elementales de una matriz cuadrada cualquier 


2 Un intento de demostración de este resultado para el caso particular de las des 
igualdades aseculares» los planetas, había sido hecho ya, en 1784, por Laplace (11931 
t, XI, pp. 49-92). En lo que se refiere a la ecuación de tercer grado que da los ejes de una: 
cuádrica real, Fuler había admitido sin 
fuesen reales, Y UD intento de demostración de Lagrange en 1773 (1791), t. J 
pp. 579-616) no era suficiente; este punto fue demostrado rigurosamente por; 


primera vez por Hachette y 
109 Hamilton había demostra 
de orden 3 algunos años antes ( 
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Poisson en 1801 11401. 
do incidentalmente este te 
1145 al, pp. 566-567). 


orema para las matrices 


las potencias n-ésimas de los valores propios::: 
58, en la misma memoria en que -. 


e matrices ([58], t. 11, pp. 475-496), enuncia el: 
riz cuadrada de orden A 


demostración el hecho de que las raices. 
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(con coeficientes c ¡ 
omplejos), y demuest ] 
salvo una : > estra que caracterizan la j 
Pos vusnenta Eo e sl iS re 
, allados parcialm AA 
pp. MES por oranagos «llos Aaa (U74 2, 
acá ROS z A E más, es Frobenius el que, en 1879, muestr : 
E de a puede deducirse simplemente del 
: extendido a l inomi 
$ 13). | os polinomios ([119], t. L, pp. 482-544, 
Acabar : ¿e ; 
md cl e y la teoría E la divisibilidad de los poli 
, : la cuestión de la divisió ON 
. debía pl > e la división de los polinomi 
pes Eo de modo natural desde los comienzos del ro 
e ES rd de la multiplicación (esta última ya A 
A ao iofanto, al menos para los polinomios de grado 
na E ei razonable pensar que no era posible abordar el 
coherente par de o general hasta que se dispusiera de una notación 
pe OS cel eS distintas potencias de la variable. De hiecho, no 
polinomios a: del proceso de división «euclídea» delos 
de a se o cr lo conocemos, antes de mediados 
. Stévin (que utiliz j ; 
de los A a esencialmente la notació 
la ÓN a parece haber sido el primero en tener la as 
q A Lioniós «algoritmo de Euclides» para hallar el m.c.d ES 
la noción de la 54-56). Con la excepción ANOS 
rmaneció como al , 
enteros 1 ; o algo propi 
en 1770 ad hasta mediados del siglo XvIHL. ES Euler me a 
cicHa a dd capítulo de la Aritmética al extender. vol sin 
od ES noción de divisibilidad a los enteros de una 
E : : Intentando determi e 
número de la fo 2 E nar los divisores de un 
x+y/=c= dE O (x, y, c enteros racionales), escribe 
nales) y tomando La —C) (1 +5 /—c) (p, q, r, s, enteros racio- 
dot , E de los dos miembros no duda en afir 
OPA A obtienen todos los divisores de x? + e 2 
As de ye 08 a] (1), t. L, p. 422)..En otros términos Ele 
iona la invariancia de la f ei E 
sante ad Ñ a forma canoónic; i =t Z 
2% as que no trata la cuestión para matrices Er E Muejo” 
lado A e LES AO Señalemos, por otra parte e a 
: z odo de reducción d : A > 
jos) a 1 A ón de una mati 
entre esta 


y la lasifi aci y [ 34] t. I » pp. 249-254 . 
reducción Cc Ci on da las pro ectividades ( J , 2 ) 


ria de las matemáticas 
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si el ll Z[ y —c] fuese principal; un poco más 
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razona como : 
lejos emplea un razonamiento an Sa 
nfinito» a la ecuación x” + Y 


álogo para aplicar el método del 


= 73 (para lo que escribe 
censo i p 
pa 2 4 3g” es un cubo, lo que hace poniendo p ae cd 
que p” t- 3)?). Pero ya en 1773 demuestra Lagrange (1 » h e 
A 195 ue los divisores de los números de la a e 0 
e EE ñ ES de esa forma, primer ejemplo de la e a pi 
no son A a presentar mucho más claramente en pe € Set E 
ML porosa y sus SUCESOTES, de la divisibilidad en los € 
realiza! 


i xtender directa- 
idad??; eral no es posible € 
e raí ad*?*; en gen 
de raíces de la unid 
mente a estos cuerpos las 


propiedades esenciales de la divisibilidad 
de los enteros racionales, 


ici e la 
la existencia del m.c.d. y de no Ea | 
descomposición €n factores primos. No es a o pille E 
para narraf detalladamente cómo primero u > 


É ind y Kro- 
de las raíces de la unidad [188 b 14, y después DS ca 
AS los cuerpos de números algebralcos en Y Sar E 
Po os r este formidable obstáculo mediante la a o. 
guieron dios uno de los progresos más e E no 
Apo 5d rna (cf. pp. 131-142). Pero Dedekind, sie ae a 
o pe 1 s fundamentos de las distintas teorías ma FE Se 
nie con este éxito, y, analizando el mecanismo | 
no se C 


imi de la teoría mo- 
ivisibili one los cimientos ( 
“ones de divisibilidad, Pp s de dE 

eds los grupos reticulados en una memoria de bee ada 
nancia entre sus contemporáneos, y que perm: la 


nto 
a E ESA anilio principal; en un 
íces n-ésimas de la un! 
cuerpo de las raices. 


no publicado durante su vida (124 al, t. IL pp. 387-3 


ES ; od 
tencia de un proceso de divi a de ea análogo en el cuerpo de 
da a 
unidad, y dar algunas indicaciones aser demostrar mediante 
> 


Gauss utiliza estos oe da ol aid 
infinito» más correcto | dan 
ina E el cuerpo de las raices cúbicas de ta unidad, señala 
CENZÓ SS 
que se puede extender el método a la ecuación x* + ye 
“4 ? 1 y 
la ecuación x? + y 4Qu de 
a priori el caso en que Xx, y, Z, NO son Roa e 
14 A partir de su primer trabajo sobre z de 
explícitamente la posibilidad de aplicar su sa oa 
raíces de la unidad, sino también a los cuerp 


uadr 
este modo los resultados de Gauss sobre las formas € 


pp. 324-325). 


que el anillo de los enteros en et 
manuscrito: 


do no solamente a los cuerpos d 
y volver a encontrar d 
áticas binarias (188 b: 
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durante más de treinta años) que es sin duda uno de los prime- 
ros trabajos (en fecha) de álgebra axiomática ([79], t. IL pági- 
nas 103-147), 


Desde mediados del siglo xvn:, la búsqueda de una demostración 


del «teorema fundamental del álgebra» está a la orden del día (cf. 


p. 103). No vamos a recordar aquí los intentos de d'Alembert, que 
inauguraban la serie de demostraciones basadas en el cálculo infini- 
tesimal (cf. p. 220). Pero en 1749 Euler aboraa el problema de un 
modo totalmente diferente ([108 a] (1), t. VL pp. 78-147): para todo 
. polinomio f con coeficientes reales intenta demostrar la existencia 
de una descomposición f = f, f, en dos polinomios (no constantes) 
con coeficientes reales, lo que le proporcionaría la demostración del 
«teorema fundamental» por inducción sobre el grado de f. Es sufi- 
ciente incluso, como él mismo hace notar, detenerse en el primer 
factor de grado impar, y por tanto toda la dificultad se reduce a 
hacer la demostración en el caso en que el grado n de f es par. Euler 
se limita entonces al estudio del caso en que los dos factores buscados 
son de grado n/2, e indica que, mediante un cálculo de eliminación 
convenientemente realizado, los coeficientes desconocidos de f, y 
f, pueden ser expresados racionalmente en función de una raíz de 
una ecuación con coeficientes reales cuyos términos extremos son 
de signos contrarios, y que por tanto tiene al menos una raíz real. 
Pero la demostración de Euler no es más que un esbozo, y muchos 
puntos fundamentales son pasados por alto; solamente en 1772 
“consigue Lagrange resolver las dificultades planteadas por esta 
demostración ([197/|], t. HI, pp. 479-516) mediante un análisis extra- 
ordinariamente largo y minucioso, en el que demuestra un consi- 
derable virtuosismo en el manejo de los métodos «galoisianos», 
recreados por él (cf. pp. 109-110). 

Sin embargo, Lagrange, al igual que Euler y que todos sus con- 
temporáneos, no duda en razonar formalmente en un «cuerpo de 
raíces» de un polinomio (es decir, en su lenguaje, en considerar las 
«raices imaginarias» de este polinomio); la matemática de su época 
no había proporcionado ninguna justificación de esta forma de ra- 
zonamiento. También Gauss, deliberadamente hostil, desde sus 
comienzos, al formalismo desenfrenado del siglo Xv1I1, protesta con 
fuerza, en su disertación, contra este abuso ([124 a], t. IL, p. 3). 


Bourbaki, 5 
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Pero habría dejado de ser Gauss si no hubiera sentido que se trataba 
solamente de una presentación exteriormente defectuosa de un razo- 
namiento intrínsecamente correcto. También le vemos, algunos 
años después ([124 a], t. HI, p. 33, cf. también [124 b]) volver a tomar 
una variante simplificada del razonamiento de Euler, ya sugerida 


en 1759 por de Foncenex (pero que este áltimo no había sabido llevar 


a buen término), y deducir a partir de ella una nueva demostración 
del «teorema fundamental», en la que evita cuidadosamente todo 
empleo de raíces «imaginarias», remplazando este último por hábiles 
" adjunciones y especializaciones de indeterminadas. o 

El papel de la Topología en el «teorema fundamental» se reducía 
de este modo al único teorema según el cual un polinomio con coefi- 
cientes reales no puede cambiar de signo en un intervalo sin anularse 


en él (teorema de Bolzano para los polinomios). Este teorema €s - 
también el fundamento de todos los criterios de separación de las +] 
raíces reales de un polinomio (con coeficientes reales) que cons- * 
tituyen uno de los temas favoritos del Algebra durante el siglo XIX e 

A lo largo de estos trabajos no podía dejar de ponerse de manifiesto . 
que era la estructura de orden de R, mucho más que su topología, : 
quien desempeñaba el papel principal**, por ejemplo, el teorema 


de Bolzano para los. polinomios sigue siendo verdadero para el 


cuerpo. de todos los números algebraicos reales. Esta corriente de * 


ideas ha llegado a su coronación con la teoría abstracta de los cuerpos 


ordenados, creada por E. Artin y O. Schreier ([7b] y [8a y b]);- 
uno de los resultados más importantes es sin duda el descubrimiento : 
de que la existencia de una relación de orden en un cuerpo está. 


ligada a propiedades puramente algebraicas de este cuerpo. z 


15 Acerca de estas cuestiones el lector podrá consultar, por ejemplo (284) 


o 1317 al, pp. 223-235. A | 
-16 La tendencia a atribuir un lugar preponderante a la estructura de orden d 


- números reales se pone también de manifiesto en la definición de los números real 
por el procedimiento de las «cortaduras» de Dedekind, que es en el fondo un prote 
miento aplicable a todos los conjuntos ordenados. . 


ALGEBRA CONMUTATIVA. 


TEORIA DE LOS N | 
ALGEBRAICOS ici 


El álgebr ; : E idas 
pero er a A recientement 
los de la teoría de lo iaa puede ser entendido en función > : 

s números algebraicos y la geometría Ape a 


a los que debe su origen. 


de la ecuación xP. 
cuación xP-+ y? = zP para 


. Pp primo impar y x, y, zenteros + 0. 


se basaría en la descomposición 


e yor + Ly). (e + CP Tly) 22 


en el anillo Z[G] (siendo € $ . : Ñ 
o [4 1 una raíz p-ési 

en un ; TE íz p-ésima d 

a EE de divisibilidad en este era en o 

en Lagrange (191 1 Pod ES o análogo od boa 

s Js €. 4, p. ¿ ) Ñ Es 

este : 331), y es mediante r 

con al ias variantes (sobre todo bo donas A 

t. 1, p. 488)! a el grado de la ecuación) cómo Euler cala 

* y Gauss (1124 a], t. IL, p. 387) demuestran el , Le 
di 


n su demostració PA ' 
a sd Euler procede como si Z[/— 3] fuese principal 
, Su razonamiento puede hacerse correcto motel. oda] 
: aa b e la considera- 


ción del conductor d iz cúbi 
p. 190), e Z[p] (p raiz cúbica de la. unidad) sobre EJEA] (ef. [288] 
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irichlet ([92], - 1, p. 42) 
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de Fermat para p = 3, Gauss (loc. cit.) y D: 
para p = 5, y Dirichlet la imposibilidad de la ecuación x1* + y! = 
714 ([927, £. 1, p. 190). Por último, Kummer, en Sus primeros trabajos 
sobre la teoría de números, creyó obtener de este modo una demos- 
tración general, y sin duda este error (que le fue señalado por Dirich- 
let) le llevó a sus estudios sobre los cuerpos ciclotómicos, que le 
permitirían finalmente obtener una versión correcta de su demos- 
100 [188 dl. 


tración para los números primos p < 
“Por otra parte, la célebre memoria de Gauss de 1831 sobre los 
residuos bicuadráticos, CUyOS resultados se deducían A partir de 


un estudio detallado de la divisibilidad en el anillo Z[i] de los «enteros 
de Gauss» ([124 al, t. IL, p. 109), ponía claramente de manifiesto 
la importancia que podía tener para los problemas clásicos de la 
teoría de números la extensión de la noción de divisibilidad a los 
números algebraicos?, y no resulta por tanto sorprendente el hecho : 
de que entre 1830 y 1830 esta teoría haya sido objeto de numerosos 


áticos alemanes, primeramente Jacobi, Dirich- 


trabajos de los matelmn: 
let y Eisenstein, y UN poco más tarde Kummer y su amigo y discípulo | 
ía de las unidades, 


Kronecker. No vamos a hablar aquí de la teor 
parte muy específica de la teoría de números, cuyos progresos 
son rápidos, obteniendo Eisenstein la estructura del grupo de las: 
unidades para los Cuerpos cúbicos, y Kronecker para los Cuerpos * 
ciclotómicos, poco antes de que Dirichlet, en 1846 ([92], t. 1, p- 640), 
demostrase el teorema general, al que casi había llegado por su parte 
Hermite ([I59], t. L P- 159). La cuestión, fundamental en toda la. 
teoría, de la descomposición en factores primos, se presentaba como 
mucho más difícil. “Desde que Lagrange había dado ejemplos de. 
números de la forma x + Dy? (x, y, D enteros) teniendo divisores. 
que no son de la forma m? + Dr? ([191), t IL, p. 465), se sabía. 
en sustancia que no se podía esperar, en general, que los anillos 


Z[ y —D] fuesen principales, y A 


2 Los trabajos de Gauss sobre la división de la. 


ligadas a esta Curva, no publicados durante su vida, pero fechad 
haber llevado ya en esta época a reflexionar sobre las propie 
anillo Zi], puesto que la división por los números de este anillo desempeña un 
importante en la teoría. Véase lo que dice Jacobi con este motivo (11713, £ VI p- 275) 
así como los cálculos relativos a estas cuestiones encontrados entre los papeles de 


Gauss ([124 al, t. IL P- 411; ver también [124 al, t. X2, pp. 33 y $8.). 


Al V e 
gebra conmutativa. T eoría de los númer OS alg braicos 


guido una gran circun: ió 
cunspección; por ejempl ie 
muestra o ¿Aste jemplo, cuando Diri 3 
PS e ee e: y enteros) equivale a 
en una nota que o pe 0 sl cal ce | 
k : remas análogos e 
meros primos» ([92], t. L, p. 3 álogos para otros muchos nú- 
Gauss de dd 1). Es cierto que con la memori 
a Fin de el eno de Eisenstein sobre los residuos o 
principal Si estudios extensos de la aritmética do los anillos 
es Z(í 
Ada es PULL] da Le ¿/3)/2, raíz cúbica de la uni- 
Vimos En close el A la teoría de los enteros racionales 
abi os, la estrech. ió e y 
de los cuerpo A , cha relación entre l éti 
s cuadráticos y 1 ía d eran 
Diraria y la teoría de las formas j 
cuadrático por OA o la cuerpo 
cd medio im A 
Gar? e una simple traducción de la teoría de 
De hecho ¡ 
a e no fue resuelto en primer lugar para los 
no EOS , Sino para los cuerpos ciclotómicos (y esto 
más tarde (cf. p 139). En is: mucho 
lista en s boi , En 1837, Kummer, que había si 
aso consagra a la aritmética de aos 
EP a no Pe de ocuparle de una forma casi iaa 
divisibilidad en des a E Sl a de predecesores, estudia ña 
unidad + 1 (pprimoi siendo $ una raíz p-ósima 
aquí as ue impar), y se da cuenta enseguida de que a 
la extensión de las le a NI 
hasta 1845 depsdo 0 Ol hará 
die > e ocho años de esf Pe 
rá de de «números ideales» [188 c y ON gracias a su defi- 
o que hace , 
derno, ad Pe er se reduce exactamente, en lenguaje m 
E ere valoraciones sobre el cuerpo Q[£], que está 5 
te pa a con los «números primos aa E 
sición de un A e 21] a descompo 
la valoració E EE no es otra cosa que el a 
E A Teniendo en end PUES en x de 
pertenecen también a Z[C], y que su prodiioóNGa 
: x 


3 El lector en 
contrará una descripció ¡ j 
fon ; escripción detallada : 
s cuadráticas y cuerpos cuadráticos en [288] E esta ol entre 
, . 205- » 
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(la «norma» de x)* es un entero racional, los «factores primos ideales» 2151/9212] como o Quecto der cusimos 
debía darse deberían ser también «factores» de ce sde 1 (mod. p), los factores irreducibles EE Dx): a El dy 
son de primer grado, y sería necesario sustituir X en PX) o os 


cuya definición 
los números primos raciona 
limitarse a decir que se trat 
de un número primo q e Z. Pa 
trado en sustancia [188 a] que 


les, y para dar su definición, bastaría 
aba de los «divisores primos ideales» 
ra q = p, ya Kummer había demos- 
el ideal principal (1 — 5) era primo 
y que su potencia (p — 1)-ésima era el ideal principal (p), este caso 
no planteaba ningún problema nuevo. Para g + p, la idea que 
parece haber servido de orientación a Kummer es la de remplazar 
la ecuación ciclotómica 0,(z) = 0 por la congruencia O,(u) = 0 
(mod,. q), dicho de otra manera, la de descomponer el polinomio 
ciclotómico 0,(X) sobre el cuerpo Ey, asociando a cada factor irre- 
r primo ideal». Un caso sencillo 


ducible de este polinomio un «facto 
(citado explícitamente en la Nota [188 b] en la que Kummer anuncia 


sus resultados sin demostración) es el de q = 1 (mod. p), si g = Mp 
+ 1 y si y e F, es una raíz (q — 1)-ésima primitiva de 1, se tiene en 


«imaginarias de Galois» de los fact 
| ores de D, en FIX 
a dificultad pasando, como diríamos hoy, E a de 
pes e a de q: si fes el entero más pequeño tal E q Ea A 
= 50 E de ponep — 1 = dé, K no es otra cosa que el subcuery o 
Pi o por los invariantes del subgrupo de orden f Sl 
el e alois (cíclico de orden p — 1) de Q(£) sobre Q, dich 2 
me ee a E único subcuerpo de Q(Í) de grado:e sobre 0 O , 
a esde las Disquisitiones de Gauss, y a. 
ado por los «periodos» : A 


Me = Co + Ene + Enero E. + CEE De 


(ERAN | 
Ea a E =6 , Siendo g una raíz primitiva de la congruen- 
E a od. p)), que constituyen una base normal. Si R(X) 
AS tración (unitario y con coeficientes enteros racio- 
quiera de estos «periodos» n, Kummer, basándose 


F,(X] A 
Pp 

, 0xAX) = Y ykm E , 
Ax) Kn a 1 ! A Ms edge A es demuestra que R(X) sigue descomponién 
e 27 a ¿€n factores distintos de pri de á z 
ya que y”” = 1. Asociando entonces a cada factor XxX -—y"un y es esta vez a los u, a los que e te (l<j<e) 
Kummer dice que un elemento x € Z[5l. + definir la «divisibilidad poro » pe le E SR rd Para 
: És oxe€eZ[[] en la 


«factor primo ideal»g, de 9, 
de polinomio mínimo P sobre Q, 
P(y"*) = 0; es decir, en lenguaje moderno, 


es divisible por 0, si en F, se tiene ; EE 
escribe el anillo cociente: ormax= Y (* as 
ne ; So ass cada y¡eK de forma única como 


k=0 


mé : : . - polinomio de grado < e — A : 
+ La noción de norma de un número algebraico se Temonta a Lagrange: si %;. y dice que x a E 1 Sn 11608 coeficientes enteros racionales 
(1 < i < m) son las raíces de un polinomio de grado n, considera incluso la «forma n por u, en cada uno AS PA Q; $1, y solamente si, cuando se sustituye 
: de E J : de 10S Y;, : 
+07 tx, ,) en las variables Xp todos nulos. Pero todavía ERE E de Le y Obtenidos son 
e and AS nir el «expo 
eS E introduce Kummer lo que O es E 
da Gt a e 2 , es e un elemento peK tal que N(p,) po 
DNP; mod, 7) y, por últi LR 
poro, (en ¡ : de Imo, tal que p, sea divisi 
ideal dd pa arriba definido) y no lo sea por ao 2 po 
había sido probada io de un p, cumpliendo estas condiciones 
del año anterior ( 186 n lo esencial por Kronecker en su disertació 
E L a], t.I, p. 23); escribiendo entonces o” A Ñ 
al la a dice que el exponente de 0 en x es igual a e A Ny 
hh = :d) a Asi se ti 
j (mod. q”) pero xp7*! 0 (mod. q**!); empieza ma 


R 
norma» NfXp, Xys 0» An) = TI (x6 + 04%, + 
it ; 
que sin duda le había sido sugerida por sus trabajos sobre la resolución de ecuaciones 
y las «resolventes de Lagrange» ([1971, t. VIL p. 170). Hay que señalar que es la pro- 
piedad multiplicativa de la norma la que lleva:a Lagrange a su identidad sobre las 
formas cuadráticas binarias, a partir de la cual obtendría Gauss la «composición»: 
de estas Tormas([124 a], t. IL, p. 522). Por otra parte, al comenzar la teoría de los nú 
meros algebraicos hacia 1830, los problemas se presentan muy frecuentemente en la 
forma de resolución de ecuaciones N(Xg, --- Xn-1) = A (en particular con A = 1 para 
encontrar las unidades) o del estudio de las «formas normas» (también llamadas 
«formas descomponibles»), e incluso en algunos trabajos recientes se emplean coti 
provecho las propiedades de las ecuaciones diofánticas particulares, principalmente 


en la teoría de los números p-ádicos (Skolem, Chabauty). 
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luego, por demostrar que la relación xp; = 0 (mod. q) equivale al 
hecho de que x es divisible por q; (en el sentido anterior). Una vez 
dadas estas definiciones, la extensión a Z[5] de las leyes usuales de la 
divisibilidad para los «números ideales» no presentaba ninguna 
dificultad seria, y ya incluso en su primera memoria [188 a] pudo 
Kummer, empleando el «método de los cajones» de Dirichlet, 
demostrar que solo existía un número finito de «clases» de «factores 
ideales»*, : 
No vamos a continuar aquí la historia de los trabajos posteriores 
de Kummer sobre los cuerpos ciclotómicos, en lo referente a la deter- 
minación del número de clases y la aplicación a la demostración 


delteorema de Fermat en distintos casos. Unicamente mencionaremos | 


la manera en que extiende su método en 1859 para obtener (al menos 
parcialmente) los números primos ideales en un «cuerpo kummeria- 
no» Q((, 1) donde y es una raíz de un polinomio irreducible P(X) = 
X” — a, con aeZ[C] [188 e]. Resulta interesante el hecho de que 


Kummer aborde el problema considerando precisamente QU, 4) : 


como una extensión cíclica del cuerpo Q() tomado como «cuerpo 
de base»*: parte de un «número primo ideal» Q de Z[€], que supone 
no es divisor de p ni de a, y, esta vez, examina (en términos modernos) 
el polinomio P(X) = X” — G en el cuerpo residual k de la valoración 
de Q(() correspondiente a Q (siendo ú la imagen canónica de uenk). 


Como Q(¿) es el cuerpo de las raíces p-ésimas de la unidad. P es, o : 
bien irreducible sobre k, o bien producto de factores de primer grado. .. 


En el primer caso, Kummer dice que Q sigue siendo primo en Z[£, 1]. 
en el segundo, introduce los elementos 1w; (1 <i<p) de Z[£] 


5 No hace aquí otra cosa que recoger un razonamiento incluido por Kronecker 
en su disertación, relativo a las clases de soluciones de ecuaciones de la forma N(xg, 
Xqo «0» Xa=1) = 4 ([188 a], t. IL, p. 25). Por otra parte, Kummer alude varias veces 
a los resultados que habría obtenido Dirichlet acerca de las ecuaciones de este tipo 
(para un cuerpo de números algebraicos cualesquiera), pero estos resultados, ni han 
sido publicados, ni han sido encontrados entre los papeles de Dirichlet. 

$ En distintos lugares de su memoria sobre las formas cuadráticas con coeficientes 
e los enteros de Gauss ([92], t. E pp. 533-618) había considerado Dirichlet 
¡) sobre su subcuerpo cuadrático Q(/D). Igual- 
mente, Eisenstein, al estudiar las raíces de orden 8 de la unidad, considera el cuerpo 
engendrado por ellas como extensión cuadrática de Q(í) y emplea la norma relativa 
n este subcuerpo (1/02 b], p. 253). Pero el trabajo de Kummer es el primer ejemplo 
de estudio aritmético profundo de un «cuerpo relativo». E 


en el anillo d 
la norma relativa del cuerpo Q(/D, 


A ; : 
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cuyas i Í 
Sl a o se k son las raíces de P, y asocia a cada índice ¿ un 
eal r, deQ, y escribiendo a continuación 


W:00 =11(X—w), 


dice que, para Pe i j 
, > polinomio f con coeficien 
tiene m veces el factor ideal r , si se tiene tes en Z[€l, f(u) con- 


Fw)IW (ws) =0 (mod. q”) 


pero 


JWIW¿(w) 0 — (mod. qu*2), 
Resumiendo, Kummer obti 

> tiene de 
de QU, 1) no ramificadas sobre Q E 
que le interesan. 


: anera las valoraciones 
O que le basta para las aplicaciones 


Kum Í ¡ 
aos p la gran suerte de encontrarse en el estudio 
sobre el teorema de [PE a los que le habían llevado sus trabajos 
que hacían su estudi ermat con numerosas circunstancias fortuitas 
general de los suis conte a ay extensión al caso 
De costaría muchos años a dificultades consi- 

a . r z 
o A coles de los números algebraicos durante los 
nte rats OS al descubrimiento de Kummer, no deja 
la : ne A er y Dedekind, que desempeñan los papeles 
(aunque loa rivalidad de Newton y Leibniz 180 años antes 
Cálculo infinitesim o acritud) sobre la invención del 
en Berlín, Krone Es , AOS y muy pronto colega de Kummer 
ayudado en un a . a cuya tesis, como acabamos de ver, le había 
a e es o Se a Pe se interesaba mucho por 
A ia arlos en sus propi ¡ 
ys mis evariara so less 
aDaUER da o. e enunciar el teorema general sobre las extensiones 
en los años AE la es quizá todavía más extraordinario, crear 
E E a teoría de la multiplicación compleja y des- 
Le o e a de los cuerpos de clases ([186 a] 
en 1857 (L186 a], t. V, pp ). Una carta de Kronecker a Dirichlet, 
» E. Y, pp. 418-421), nos le muestra ya en esta época 
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condición de ser de rango finito, por analogía con el anillo Z[5] 


en posesión de una generalización de | 
pa además para reafirmar al propio Kummer en sus propios oi pe una raíz de la unidad, que atraía la atención de 
trabajos ([188 e], p. 57), y Kronecker aludirá muchas veces a esta : a O de esta época. Hay que considerar también 
teoría en sus memorias comprendidas entre 1860 y 1880”. pa > e manera independiente, Dirichlet ([92], t. 1, p. 640) 

Pero aunque en esta época ninguno de los matemáticos de la E 391 t. L pp. 115 y 146) y Eisenstein ([102 c], p. 236), de 
escuela alemana de teoría de números dejase de ignorar la existencia e e S o de entero algebraico, no parece que consideren 
de estos trabajos de Kronecker, este último parece haber comunicado E e as des idea nueva, ni que consideren útil estudiarla 
solamente a un círculo restringido de amigos y discípulos los princl- a mente; Exsenstein es el único que demuestra en sustancia 
pios de sus métodos, y cuando se decide por fin a publicarlos, en su A e Y el producto de dos enteros algebraicos son enteros 
memoria de 1881 sobre el discriminante ([186 a], t. IL, pp. 193-236) nal cos, sin pretender por otra parte que dicho resultado fuese 


la teoría de Kummer, lo que 


: 6 a], t. IL pp. 237- 
y sobre todo en su gran «Festschrift» de 1882 ([186 al, | : : O : 
387), Dedekind no puede por menos de manifestar su sorpresa e punto mucho más oscuro era la determinación de los anillos 
ue se trataba de procedimientos total-... E lei Os que se podía esperar generalizar la teoría de Kummer. Este | 
1mo, en su primera nota [188 b], no vacila en afirmar que con su e 


([79], t. 1HL, p. 427), pensando q 
mente diferentes, de acuerdo 
([79], t. 111, p. 287). Por otra par 


con los ecos que le habían legado método puede vol 

te, Kronecker estaba lejos de poseer —. . e puede vo vera encontrarse la teoría de las formas cuadráticas 
en el mismo grado la extraordinaria claridad de exposición de Dede- - 4 mnarias de Gauss considerando los anillos Z[/D] (D entero); 
RS nada de sorpren dente que fuesen sobre a Kummer no desarrolló nunca esta idea, pero parece que ni él, 
O pa dos en'1871, los que for= nadie antes de Dedekind, se dio cuenta de que la a a 


sen el andamiaje de la Teoría de Números Algebraicos. Por intere- *: úe ¡ : j 
e que pueda aa el método de «adjunción de indetermina- | a Cea no es posible en los anillos Z[/D il 
das» de Kronecker, en lo que se refiere a la Teoría de Números, solo el eS . PASE el ejemplo de las raíces cúbicas de 
es a nuestros ojos una variante del de Dedekind, y es en otra dirección, '; 1 Mr mostrase que el anillo Z[p] considerado desde Gauss es 
orientada hacia la Geometría algebraica, donde las ideas de Kro- o distinto de Z[./-3)*. Artesa DUE ad 
“necker adquieren toda su importancia para la historia del Algebra anillos estudiados son del tipo Z[8], o a veces, ciertos anillos parti E 

lares del tipo Z[6,6']?. En lo que a Kronecker se refiere, as PERL: 


conmutativa, como veremos más adelante. > De 
Debido a razones que no podían aparecer claras hasta mucho - que la idea de considerar el anillo de todos los rada 


más tarde, un primer paso previo a' todo ensayo de teoría general. | algebraica, le fuese sugerida primeramente por el estudio de | 
era desde luego la clarificación de la nociun de entero algebraico cuerpos de funciones algebraicas, en el que este anillo ea os 
Esta noción surge hacia 1845-50, y aunque sea bastante difícil dar la: de una manera natural como el conjunto de funciones Aaa 


fecha exacta de su aparición, parece verosímil creer que fue la idea. E Aunque K i 
que Kronecker debió sentirse llevado a estudiar la aritmética de los anillos 


de sistema estable para la adición y la multiplicación (o, más exacta ASTM ES 0 
mente, lo que llamamos ahora una Z-álgebra de rango finito) la. ida csobre ¿Ni e e Ey poo sobre la multiplicación compleja, no publicó 
que dio lugar más. o menos conscientemente a la definición de lo cualquiera Q(/D) a 3 E erización de los enteros de un cuerpo cuadrático 
enteros algebraicos; resulta en efecto imposible no llegar a esta. ([79],t. 1, pp. 105-106). 'xplicitamente por primera vez por Dedekind en 1871 
definición cuando se impone a una Z-álgebra de la forma Z[9] la: pad visto más arriba el ejemplo del anillo Z[€, 4] introducido por Kummer 
0 : ES ; . Anteriormente, Eisenstein había considerado 1 Alo er b 

7. Acerca de la evolución de sus ideas sobre el tema, ver la muy interesante introduo Ea NO anillo de los enteros en el cuerpo pe la o 
e 1881 sobre el discriminante ([186 a], t. 11, p. 195). Ca . de 


- «ción de su memoria d 
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distancia finita»; en cualquier caso, Kronecker, en su memoria de 
da a la Academia de 


1881 sobre el discriminante (escrita y anuncia 
Berlín, ya en 1862), insiste en esta caracterización de los «enteros» de 
estos cuerpos ([186 a], t. 1, pp. 193-236). Dedekind .no da ninguna 
indicación relativa al origen de sus propias ideas sobre este punto, 
pero ya desde sus primeras publicaciones sobre los cuerpos de números 
en 1871, el anillo de todos los enteros de uno de estos cuerpos des- 
empeña un papel fundamental en su teoría; es también Dedekind 
quien clarifica la relación entre uno de estos anillos y aquéllos de sus 
subanillos con el mismo cuerpo de fracciones, mediante la introduc- 
ción de la noción de conductor ([79], t. L, pp. 105-157). e 

Pero ésta no era la única dificultad. Para poder generalizar las 
ideas de Kummer había que empezar por prescindir del empleo de 


los cuerpos de desc 
podencia en el caso de un cuerpo no abeliano. Además, este proce- 


dimiento parece a primera vista sorprendente y artificial, ya que si 
se parte del polinomio irreducible D,(X) de Z[X] puede uno pre- 
guntarse por qué Kummer no lleva hasta el final las consecuencias 
lógicas de sus ideas y qué es lo que le impide emplear la teoría de los 
«imaginarios de Galois», bien conocida en aquella época. El obstáculo 
aparece con mucha más claridad a luz de un intento de generaliza- 
ción poco afortunado realizado en 1865 por Selling, discípulo de 


Dedekind: dado un polinomio irreducible P € Z[X], Selling des- a 


compone el polinomio correspondiente P(x) en factores irreducibles 
en F,[X], por tanto, las raíces de este polinomio pertenecen a una 


extensión finita F, de F,, pero Selling, para definir a la manera de : 


Kummer el exponente de un «factor primo ideal» de q en un entero del 


cuerpo de las raíces de P(X) no duda en hablar en el cuerpo F,, de. 
congruencias módulo una potencia de q ([282], p.26); y un poco des- 


pués, cuando intenta abordar la cuestión de la ramificación, «añade» 
a F, «raíces imaginarias» de una ecuación de la forma x* = q ([282], 


p. 34). Está claro que estos atrevimientos (que podrían justificarse 


sustituyendo el cuerpo finito F, por el cuerpo g-ádico) solamente 
tido. Afortuna- 


damente, Dedekind acababa de considerar, en 1857 ([79], t. L 


podían dar lugar en esta época a conclusiones sin sen 


pp. 40-66), desde otro punto de vista la teoría de los cuerpos finitos *”, 


os de esta teoría, publicados primeramente por 


10 Se sabe que algunos resultad 


Galois, habian sido obtenidos (en el lenguaje de las congruencias) por Gauss hacia 


omposición, que naturalmente no tenían corres- — *. 
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me eel de «teoría de las congruencias superiores»: interpre- 
Pe os elementos de estas últimas como restos de polinomios 
e de va doble» formado por las combinaciones 
lineales, cientes en Z[X'] de ú j 

polinomio unitario irreducible E e 0 7H 
alguna, tanto en Él mismo como en Kronecker, a la idea ao 
al a la que llegarán independientemente un poco más tarde). 
E de SD La testimonio (1791, t. 1, p. 218) parece que Dedekind 
a o me el problema de los «factores ideales» de p en un 
Sa + va e A a el polinomio mínimo de £, de la 

el caso «no 1 i 

cuando el polinomio P correspondiente a eS mr si a 
en F,(X)): se escribe, en Z[X] ici 


P = P,P, .- P, + p.G 


ES los P, irreducibles y distintos en F,[X]; se puede suponer que 
SA = if (en Z[X]) por ninguno de los P,, y se escribe para 
Wi 1] Po: entonces, si f eZ[X], diremos que /(€) contiene k 


veces el «factor ideal» p, de p correspondiente a P; si se tiene 
fWi=0 
IWE ZO 


(mods. p*, P) 
(mods. px+*1 py, 


des a el método seguido por Kummer para los 
«Cu: ummerianos» se advierte aquí muy cl. 
bae q uy claramente, y de esta 
gualmente llegar con facilidad a 1 ición inici 
r a definición inicial 
S o dl los cuerpos ciclotómicos (véase, por ejemplo, el 
on e: e otareff [343), que, al principio independientemente de 
S ind, esarrolla estas ideas un poco más tarde) 
ía embargo, ni Dedekind ni Kronecker, que parece haber hecho ' 
e n UN análogos, seguirían avanzando por este camino 
; 0 am os detenidos por las dificultades planteadas por la ramif- 


1800. - W | dd 

d E e la od de Gauss, Dedekind se había encargado de la publicación 

Do A us obras y había encontrado en particular entre los papeles dejad 
memoria sobre los cuerpos finitos ([/24 a], t. UL pp. 212-240) pu 
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cación ([79], t..L, p. 218 y [186 a],t.1L, p- 325)”. Si el anillo A e los 
enteros del cuerpo K de números que se considera admite una base 


(sobre Z) formada por las potencias de un mismo entero 0, no re- 


sulta difícil generalizar el método anterior para los números a 
ramificados en Z[8] (como indica Zolotareff, loc. cit.). Pero hay 


cuerpos K cuyo anillo Á no posee ninguna base de este tipo, y Dede- 


kind terminó incluso por descubrir que hay casos en los que ciertos 


números primos p (los «factores extraordinarios del discriminante» 


del cuerpo K) son tales que, cualquiera que sea0E A, la cio 
del método anterior al polinomio mínimo de 0 sobre Q prin E e 
a p factores ideales múltiples, mientras que p nO s€ ramifica = a 
en A*?; Dedekind confiesa haberse detenido largo tiempo an y is - 
dificultad imprevista, antes de conseguir superarla creando en X > 
sus detalles la teoría de los módulos y de los ideales, COS A 
forma magistral (y ya totalmente moderna, en oposición a es $ o 
discursivo de sus contemporáneos) en la que es sin duda e 7 
maestra, el famoso «Suplemento XI» al libro de Dirichlet = % a 
Teoría de Números ([79], t. II, pp. 1-222). Esta obra ten > de 
versiones sucesivas, pero ya en la primera (publicada como an up > 
mento X» a la segunda edición del libro de Dirichlet, en 18 he está 
incluido lo esencial del método, y la teoría de los números algebraicos 
pasa casi de una vez de los es 
disciplina en p : : ma 
mentales. Ya desde el comienzo, el anillo de todos los ente E 
cuerpo de números ocupa un lugar central en la teoría, Dede ee 
demuestra la existencia de una base sobre Z de este anillo, y a par E 
de aquí deduce la definición de discriminante del cuerpo como €l. 


cuadrado del determinante formado por los elementos de una base 


del anillo de los enteros y de sus conjugados; sin embargo, en el 


suplemento XI solamente da la caracterización de los números primos 


12 Zolotareff soslaya la dificultad mediante un refinamiento de su método, 
no parece presentar más que un interés anecdótico [343]. 


12 Kronecker afirma haber encontrado el mismo fenómeno en un subcuerpo del. 


orden 13 de la unidad, subcuerpo que además no precisa ([186 sl 
t. II, p. 384). El ejemplo de factor extraordinario del discriminante AS por Eo 
es tratado en detalle en [150 d], p. 333; un poco más adelante da se Ea > ES 
de cuerpo K en el que no hay factores extraordinarios en el discriminante, pi 
que no existe ningún 0 € A tal que A = Z[8] ([150 d]. p. 335). 


cuerpo de las raíces de 


bozos y tanteos anteriores a ser una : 
lena madurez y en posesión de sus herramientas funda- - 


que 
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ramificados (como factores primos del discriminante) para los cuerpos 
cuadráticos ([79], t. HI, p. 202), aunque estaba en posesión del teo- 
rema general desde 1871**, El resultado fundamental de la obra 
es el teorema de existencia y unicidad de la descomposición de los 
ideales en factores primos, para el que Dedekind empieza por ela- 
borar una teoría elemental de los «módulos»; de hecho, en el suple- 
mento XI, reserva este nombre para los sub-Z-módulos de un cuerpo 
de números, pero la concepción que tiene de ellos y los resultados que 
demuestra están ya expuestos en una forma inmediatamente aplicable 
a los módulos más generales!**; hay que señalar, entre otras cosas, y 
ya desde 1871, la introducción de la noción de «transportador», que 
desempeña un papel importante (así como la «condición de cadena 
ascendente») en la primera demostración del teorema de factoriza- 
ción única. En las dos ediciones siguientes, Dedekind daría aún otras 
dos demostraciones de este teorema, que consideraba con razón 
como el punto fundamental de su teoría. Hay que señalar aquí que 
en la tercera demostración intervienen los ideales fraccionarios (ya 
introducidos en 1859 por Kummer para los cuerpos ciclotómicos) 
y el hecho de que formen un grupo; más adelante volveremos a ocu- 
parnos de la segunda demostración (fp. 150). 

Todos estos resultados (salvo el lenguaje) eran ya conocidos, sin 
duda, por Kronecker, hacia 1860, como casos particulares de sus 
concepciones mucho más generales, de las que hablaremos más 
abajo (mientras que Dedekind reconoce no haber superado las 
últimas dificultades de su teoría hasta 1869-70 ([79], t. 1, p. 351))**. 
En lo que se refiere a los cuerpos de números, hay que señalar en 
particular que ya desde esta época sabía Kronecker que toda la 
teoría es aplicable sin cambios esenciales cuando se parte de un 
«cuerpo de base» k que es un cuerpo de números (distinto de Q), 


13 No publicó la demostración de este teorema hasta su memoria de 1882 sobre 
la «diferente» (179), £. L, pp. 351-396). . 

14 En su memoria de 1882 sobre las curvas algebraicas (escrita juntamente con 
H. Webex) [87] utiliza de la misma manera la teoría de los módulos sobre el anillo C[X]. 

15 Sin embargo, Kronecker no había conseguido obtener con sus métodos la 
caracterización completa de los ideales ramificados en el caso de los cuerpos de nú- 
meros. Está en posesión de esta caracterización, por el contrario, para los cuerpos de 
funciones algebraicas de una variable, y demuestra además que en este caso no hay 
«factores extraordinarios» del discriminante ([/86 a], t. 1, pp. 193-236). 
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unto de vista al que conducía de modo natural la teoría de la ds 

Cue compleja; de este modo había reconocido, cd e 

ar k, la existencia de LO e o ho le 

186 a], t. 1, p. 2 o que no pued der para 

a A de las minoraciones de Hermite y O 
para el discriminante). Dedekind no desarrollaría nunca este 


rá de 
punto de vista (aunque indique su posibilidad en su memoria 


1 j osición sistemática de la 
1882 sobre la diferente), y la primera exp E La 


teoría del «cuerpo relativo» se debe a Hilb 
a último, en 1882 ([79], t. 1, pp. 359-396), DS ei 
la teoría mediante la introducción de la diferente, lo ni ti qn 
na una nueva definición del discriminante y le ES a 
tes de los factores primos ideales en la descomp E 
pet o. Es también hacia esta época cuando se interesa P e 
pe es presentadas por las extensiones de ei mui 
bdo las nociones de grupo de descomposición y de grupo de ine 


(en una memoria ([79], t. IL, pp. 43-48) que no fue publicada has- 


ta 1894) e incluso (en papeles no publicados hasta después de su 


muerte ([79], t. IL, pp. 410-411)) un esbozo de los nena ae e 
ción, que Hilbert (repentina Po ) de ] 
és ([163 a], t. 1, pp. 13-23 y 63-363). 
E omar de teoría de los números algebraicos ha coloma 
hacia 1895, la primera etapa de ar na ee 20 
peri ermi 
j largo de este periodo de formaci n le p | 
Ji la etapa siguiente, la teoria general de €. ps 
de clases (o, lo que viene a ser lo mismo, la teoría de E + cc 
abelianas de los cuerpos de números) aL a E me PP. 
1 ue no vamos a hablar aquí. En lo que se £e n 
pa podemos decir que hacia la misma e ho Los 
de los anillos de Dedekind está prácticamente hecha, a e e 
su caracterización axiomática, así como la estructura E pee 
de tipo finito sobre estos anillos (que, para el mer o 
de números, no será dilucidada, en lo fundamental, has a 


Steinitz [294 b])”*. 


16 El estudio de los módulos sobre un anillo de enteros algebraicos ya había E 
iniciado por Dedekind (E7 9], t. 11, pp. 59-85). 


Los avances posteriores del Algebra conmutativa estarán origi- 
nados en general por problemas bastante diferentes, surgidos dentro 
de la Geometría algebraica (que además influirá de manera directa 
sobre la Teoría de Números, antes incluso de los desarrollos «abstrac- 
tos» de Ja época contemporánea). 

No vamos a hacer aquí la historia detallada de la Geometría 
algebraica, que, hasta la muerte de Riemann, no afecta demasiado 
a nuestros problemas. Baste recordar que su finalidad principal es el 
estudio de las curvas algebraicas en el plano proyectivo complejo, 
realizado casi siempre empleando los métodos de la Geometría 
proyectiva (con o sin coordenadas). Paralelamente, había ido des- 
arrollándose, con Abel, Jacobi, Weierstrass y Riemann, la teoría 
de las «funciones algebraicas» de una variable compleja y de sus 
integrales. Evidentemente existía una conciencia de la relación entre 

esta teoría y la geometría de las curvas algebraicas planas, y se sabía, 
si hacía falta, «aplicar el Análisis a la Geometria», pero los métodos 
empleados en el estudio de las funciones algebraicas eran fundamental- 
mente de naturaleza «trascendente», antes incluso de Riemann EY 
este carácter se acentúa todavía más en los trabajos de este último, 
con la introducción de las «superficies de Riemann» y de las funciones 
analíticas cualesquiera definidas sobre una de estas superficies. Casi 
inmediatamente después de la muerte de Riemann, Roch, y sobre 
todo Clebsch, se dieron cuenta de la posibilidad de obtener, a partir 
de los profundos resultados obtenidos por los métodos trascendentes 


_de Riemann, numerosas e importantes aplicaciones a la Geometría 


proyectiva de las curvas, lo que debería incitar naturalmente a los 
geómetras contemporáneos a dar demostraciones puramente «geo- 


1? Hay que señalar, sin embargo, que Weierstrass, en sus trabajos sobre las fun- 
ciones abelianas (que se remontan a 1857, pero que no fueron expuestos en sus cursos 
hasta 1865, y solamente fueron publicados en sus Obras Completas [329 a], t. 1Y)), 
da, contrariamente a Riemann, una definición puramente algebraica del género de una 
curva como el menor de los enteros p tales que existan funciones racionales sobre la 
curva teniendo como polos p + 1 puntos arbitrarios dados. Es interesante señalar 
que, intentando encontrar elementos que desempeñasen el papel de funciones con 
un único polo sobre la curva, Weierstrass, antes de emplear con este fin funciones 
trascendentes, había incitado a Kronecker, según el testimonio de este último ([186 a], 
1. H, p. 197), a extender a las funciones algebraicas de una variable los resuitados que 
acababa de obtener en aquella época sobre los cuerpos de números (los «factores 
primos ideales» desempeñaban efectivamente el papel deseado por Weierstrass). 
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era necesario ¡ 

MaS e ás adoptar el punto de vista «afin» 

o consideraban las curvas 

de una extensión algebraica Anita Ke Eo o 

ciones raci ; dl 

posa nO ee O A de las a 

el anillo C[X] de da e da elementos de este cuerpo entero sobre 

a le Polinomios; su resultado fundamental, que 
ninguna consideración topológica *?, es de IN 


ama, seguido a medias por. 
Brill y M. Noether algunos 
el estudio de sistemas de puntos variables 
s auxiliares (las «adjuntas») pasando 
cluso para los mismos contem- 
sobre todo, Su 
de Dirichlet») 


s resultados. Este progr: 


métricas» de esto 
llevado a cabo por 


Clebsch y Gordan, fue 
años después [37 ], mediante 
sobre una curva dada y de curva 


por tales sistemas de puntos. Pero, in 
poráneos, los métodos trascendentes de Riemann (y, 


las nociones topológicas y del «principio 


empleo de 
parecian apoyarse sobre unos fundamentos no muy firmes, y aunque 
Brill y Noether fuesen más cuidadosos que la mayoría de los geómetras es un anillo de Dedekind, al que apli : 
(ver más adelante p. 149) sus razona: cluso de una forma más sencilla a 3 
, ekind y Weber, 


sintéticos contemporáneos , 
sm vé; , 
r todavía claramente la razón de ello ([79], t. 1, p. 268)) tod 
e os 


mientos analítico-geométricos Pp 
la finalidad fundamental de dar a 


| 
| 
odrían ser objeto de reproches. Con 
la teoría de las curvas algebraicas los resultados del «suplemento XI». U 
una base más sólida, publican Dedekind y Weber, en 1882, su gran tran que sus teoremas son birmcion e pes hecho esto, demues- 
memoria sobre el tema [80]: «Los trabajos expuestos más abajo que dependen solamente del cuerpo E mente invariantes, es decir, 
—dicen— «tienen la finalidad de fundamentar la teoría de las funciones de la elección de la «recta del Al q particular no dependen 
algebraicas de una variable, una de las creaciones principales de Rie- para nosotros resulta, sin duda eu aa A principio. Lo que 
mann, de una manera sencilla, rigurosa, y totalmente general a la vez. : | al querer definir los puntos de la « avia más interesante, es que, 
En los trabajos anteriores sobre este tema, se hacen, en general, hipó- pondiente a K (y en particular edo de Riemann» corres- 
tesis restrictivas sobre las singularidades delas funciones consideradas, | podían corresponder a ideales de A) «puntos del infinito», que no 
y los posibles casos excepcionales son, o bien mencionamos de paso. | la noción de lugar del cuerpo K De El aa Ion 
como casos límites, o bien totalmente ignorados. De la misma manera la misma situación que volverá a enc ste modo, se encuentran ante 
son admitidos algunos teoremas fundamentales sobre la continuidad. fundar la teoría de las álgebras da aio en Os 
o la analiticidad cuya «evidencia» se basa en intuiciones geométricas de elementos que no son dados en al o La conjunto K 
de diversa naturaleza» ([80], p. 181)**. La idea fundamental de su Sel embargo, se quiere considerar po como funciones, pero que, 
trabajo es la de calcar la teoría de las funciones algebraicas de un conjunto de definición de estas on hen apela obtener el 
variable sobre la Teoría de los números algebraicos, tal y comi A la idea (que será reco eso hipotéticas, tienen por 
acababa de desarrollarla Dedekind; para llevar a cabo esta idea Eo en trivial a fuerza de io al ná 
a matemáti : Cualquier i 

Eyaun o dal asociar a un punto x ds o 

ao Coon de E en un conjunto G, la apli- 

la expresión Ax), f como vari ble o de otro modo, de considerar en 
5 tre s gl clásica. Finalmente no 1 riable y x como fija, al revés de la tradición 
es siguientes, que, siguiendo la línea de lo Hocion adn es es cuesta demasiado trabajo, partiendo de 

mo. A de los «divisores positivos» («Polígono» en 

; mprenden como casos particulares los ideales 


relajación en la concepció 
ya apreciable en la escue, 
otra cosa que agravarse ca 
y sobre todo italianos, de las dos generacion 
geómetras alemanes, Y desarrollando sus métodos, 


algebraicas: «escándalo» muchas veces denunciado (so' 
los algebristas, pero que no dejaban de justificar en cierta medida los brillantes éxit 


obtenidos con estos métodos «no rigurosos», en contraste con el hecho de que l 
sucesores ortodoxos de Dedekind fueran incapaces, hasta 1940, más o menos, de fo 
mular nociones algebraicas suficientemente flexibles y potentes para poder dar demo 


traciones de estos resultados. 


19 
Dedekind y Weber 
A subrayan : 
cont o que, gracias a 
Rs siendo válidos si se sustituye el cuerpo € on hecho, todos sus resultados 
raicos (179), t. 1, p. 240). por el cuerpo de todos los números 
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a los «sistemas de puntos» e rd 
ban los divisores principales os 0 
- ivisores posi 
de diferenciales como «cocientes» de as a introdu- 
dl don general de divisores, y esta A ía con los ideales 
cae Sn 1902 por Hensel y rada eee permanente- 
Cc .r a ejara Es 3 
: : ón ésta que no 4 » (obli- 
di aa HE: de métodos puramente es 
, 
aa ar a bautizarlos con el nombre de ES 
gados a su pe or no poder darles una interpretación ade 
no año de 1882 aparece también la dos (L186 a], t. 1, 
Sl pS esperada desde hacía más cda e de Dedekind- 
An 387). Mucho más ambiciosa que Ea do vaga y Oscura. 
Weber es también, E aos de los ideales . 
, je modern 7 los... 
«central es (en lenguaje olinomios- 
E 0 Ea finita íntegra sobre uno de los pi a aque- 
al un E: os 0ecd Kronecker se pa p do 
C[X 1) +... A] 90 L£1%1> 0:09 “md: el hecho de que lo se , 
1los ideales que son de tipo finito ( s —para los ideales de C[X.,,. 


años despué Ñ de 
ja probado hasta algunos sos sobre los invariantes 
E: XI por Hilbert a lo largo de sus traba] xd 


>. 
t. IL, pp. 199-257)). En lo que se refiele e de estos 
(1163 al, Xx] parecía natural asociar a todo idea E 
nds la «variedad algebraica» ce En on 
j tul e 
todos los os pes Moo cs DSi llevar Ea 
sion oe add es reunión de variedades «ire o SS dá 
la idea de que a e as «dimensiones» no son necesariamen 3 ud 
db ón de este hecho parece ser la finalidad o ha 
Be E O aang no se indique explícitamente en ningu 
por T , 


] a 
a + a a: 


de A, y que corresponden 
Noether; pero, aunque escri 


ue los gene 

20 Mediante un cambio lineal de coordenadas, pee es E: NE 

e ¡ < r) del ideal son polinomios cuyo térmi eat los E. Ub 

dores F, (1 < e A do c,una constante + 0. Puede suponerse ta ad 
cen EIA CES an Se considera entonces para 2r indeterm Ñ 
Mo 7 ot Sl en tanto que polinomios en X ,, s€ formi 


(<< mlos polinomios z u,F, y a u Fs, 
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considerado, un número finito de variedades algebraicas, para cada 
una de las cuales, en un sistema de coordenadas conveniente, un 
cierto número de coordenadas son arbitrarias, y las otras son «fun- 
ciones algebraicas» de ellas?1. Pero, siel fin perseguido por Kronecker 
es realmente la descomposición en variedades irreducibles, hay que 
reconocer que solamente es alcanzado en el caso elemental de un 
ideal principal, para el que prueba en sustancia, extendiendo un 
lema clásico de Gauss para Z [X] ((124 a], t. L, p. 34), que los anillos 
CI. Z[X,, ..., X,,] son factoriales; y, en el caso general, 
surge incluso la pregunta de si Kronecker estaba en posesión de la 


: noción de ideal primo (lo que él llama «Primmodulsystem» es un 


ideal no descomponible en producto de otros dos ([186 a], t. IL, p. 336) 
y esto es tanto más sorprendente en cuanto que la definición dada 
desde 1871 por Dedekind era totalmente general). Por otra parte, 
Kronecker corregiría un poco más tarde esta inadvertencia. 

Hay que señalar sin embargo que el método de eliminación de 
Kronecker, convenientemente aplicado, conducía efectivamente a 
la descomposición de una variedad algebraica en sus componentes 
irreducibles, resultado establecido con toda claridad por E. Lasker 
en el comienzo de su gran memoria de 1905 sobre los ideales de 
polinomios [194]. Lasker define correctamente la noción de variedad 
irreducible (en C”) como una variedad algebraica V tal que el pro- 
ducto de dos polinomios no pueda anularse sobre toda la variedad 
V más que si uno de ellos lo hace, y da una definición de dimensión 
independiente de los ejes elegidos..En las interesantes consideraciones 
históricas que incluye en este trabajo, Lasker indica que se considera 
continuador no solamente de la tendencia puramente algebraica de 
Kronecker y Dedekind, sino también de los problemas planteados por 
los métodos geométricos de la escuela de Clesch y M. Noether, 
haciendo referencia sobre todo al famoso teorema demostrado por 
este último en 1873 [236]. Se trata fundamentalmente, como diría- 
mos hoy, de la determinación del ideal a dé los polinomios de C[X.,, 


su resultante de Sylvester, que es un polinomio en los y, y 1,, y con coeficientes en 
C[X,, ..., X,] (resp. Z[X,, ..., X..]) y anulando estos coeficientes se obtiene un sistema 
de ecuaciones cuyas soluciones (xz, ,.., X,) son justamente las proyecciones de las so- 
luciones (x,, ..., x,) del sistema de ecuaciones F, (X,; X2, 0... YX) =.0 (1 < ¿<r), y 
puede, por tanto, aplicarse el método de inducción sobre ». . y 

*1 Esté número de coordenadas arbitrarias recibe el nombre de dimensión («Stufe»). 
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conjunto dado M de C”, 
- 7 que se anulan en los puntos de un : 
e re la «variedad algebraica» de los ceros comunes 


siendo M casi siemp: : É papi 
] ¡ Le rece que duran 
0 finito de polinomios f;,: y pa | 
UN dl desde luego) que, al menos 


j dmitiese (sin justificación, 
E a 70 n = 3, el ideal a era engendrado aia por e 
qa M. Noether había mostrado que ya para 1 = 2 y para sO e 
nomios fi, fa, esto es en general falso, y 7% OS : 

> , pS , 
¡ ara que a sea engendrado por f. y f, Die > 

ao cra cue sin ninguna hipótesis sobre f, y f,, una A 
d tá siempre contenida en el ideal engendrado por f, y f2 L 1) 
E 1893 en su célebre ta E E. 

inspirado sin duda - 
» (1163 a], t. IL, pp. 287-344). Lasker, inspir | 
Bid eS eE introduce en su memoria la noción general de : 


cribiendo la definición de Dedekind), y den 
una descomposición primaria para todo ideal de estos 


PO s 39 
22 Véanse las observaciones de M. Noetbher al id pa Ab Leda 
Resulta interesante observar con este motivo que, Sra E 
¡jeturado, hacia 1860, que para toda curva algebraica ala ; DOY a 
ES finito de polinomios que engendraria el ideal de los a inomi e e 
que se anulan sobre la curva (dicho de otro modo, se o de un caso p: > 
teorema de finitud de Hilbert ([/ 63 a), t. IL pp. Lcda de o A 
qe Ejemplos de ideales primarios que no eran potencias « 


n p 1 , 1) 11, 
sido enco: tr ados OT Dedek: nd en los «órdenes», e dec: r, en los anillos de número 


algebraicos que tienen como cuerpo de fracciones raro de cda a 09 
ié jemplo de ideal «no 
. 306). Kronecker da también como ejemp: , , 
So pS dos no triviales el ideal de Z[X] EE por a E SE AS E 
dedo p un número primo (ideal que es primario para el ideal primo eng 


6 a], 1. 11, p. 341)). E: 
Jess do ed por inducción sobre la mayor. dimensión h de las eaten 
irreducibles de la variedad V de los ceros del ideal considerado a. En término 
empieza considerando los ideales primos p; 
ponden a las componentes irredu 
el saturado q, de u relativamente a y; 
b; = a :q, de q, en a, toma en E b,¡un elem 
y demuestra por una parte que a A oe 
riedad V' de los ceros de a' tien 
int < h — 1, lo que le permite completar el razonamiento 


25 Es interesante señalar que la segunda demostración E e rupod 
de descomposición única empieza por establecer la existencia de u a 
primaria reducida única, y en un pasaje no publicado en el suplemen A | 
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Lasker no parece haberse preocupado de las cuestiones de unicidad 
en esta descomposición, y fue- Macaulay el que introdujo. un poco 
después [2/1] la distinción entre ideales primarios «sumergidos» y 
«no sumergidos», demostrando que los segundos están determinados 
de forma única, pero no así los primeros. Hay que señalar por último 
que Lasker extiende también sus resultados al anillo de las series 
enteras convergentes en el entorno de un punto, basándose en el 
«teorema de preparación» de Weierstrass. Esta parte de su memoria 
es sin duda el primer lugar en el que este anillo ha sido considerado 

desde un punto de vista puramente algebraico, y los métodos que 
con este motivo desarrolla Lasker influirían podero»amente sobre 
Krull al crear éste en 1938 la teoría general de los anillos locales 
(cf. [187h], p. 204 y passim). PE 


La corriente de ideas que culminará en el álgebra conmutativa 
moderna empieza a tomar forma hacia 1910. Si bien la noción general 
de cuerpo aparece a principios del siglo xx, hasta 1914 no aparece 
el primer trabajo en el que se encuentra la noción general de anillo, 
debido a Fraenkel [1/3 a]. En esta época, se conocían ya como 
ejemplos de anillos no solamente los anillos enteros de la Teoría de 
números y de la Geometría algebraica, sino también los. anillos 
de series (formales o convergentes) y por último las álgebras (conmu- 
tativas o no).sobre un cuerpo de base. Sin embargo, tanto en lo que 
refiere a la teoría de anillos como a la de cuerpos, el papel de catali- 
zador parece haber sido desempeñado por la teoría de los números 
p-ádicos de Hensel, que tanto Fraenkel como Steinitz [294 a] men- 
cionan muy especialmente como punto de partida de sus trabajos. 

La primera publicación de Hensel sobre este tema se remonta a 
1897; en ella se parte de la analogía señalada por Dedekind y Weber 
entre los puntos de una superficie de Riemann de un cuerpo de 
funciones algebraicas K y los ideales primos de un cuerpo de nú- 
meros k, y se propone trasladar a la Teoría de números los «desarro- 


señala explicitamente que esta parte. de la demostración no solamente es válida para 
el anillo A de todos los enteros de un cuerpo de números K, sino también para todos 
los «órdenes» de K ([79], t. HL p. 303). Solamente después, una vez probado explici- 
tamente que A'es «completamente integramente cerrado» (salvo la terminología); 
demuestra, utilizando este hecho, que los ideales primarios de la descomposición ante, 
rior son en realidad potencias de ideales primos (4 9], t. TIL p. 307). 
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diados del siglo XIX) que, en Un 


llos de Puiseux» (clásicos desde me 
la superficie de Riemann de K, 


entorno de un punto cualquiera de 
permiten expresar todo elemento x e K por medio de una serie Con- 


vergente de potencias de la «uniformizante» en el punto considerado 
(series con número finito de términos con exponentes negativos). 
Hensel demostró también que si p es un ideal primo de k sobre un 
número primo p, se puede asociar a todo x e k una «serie p-ádica» 


de la forma Y ap! (o ) ap" cuando pestá ramificado sobre p), 
1] t E 


o de. representantes del cuerpo 
ginalidad fue la idea de consi-. 
do no correspondían a ningún 
desarrollos en serie entera de : 


. t 
perteneciendo las a, a un sistema dad 
de restos del ideal p, pero su gran ori 
derar tales «desarrollos» incluso cuan: 


elemento de k, por analogía con los 
las funciones transcendentes sobre una superficie de Riemann [157 a]. + 


- Durante todo el resto de su carrera, Hensel se dedicará a perfec- 
cionar poco a poco su nuevo cálculo, y si bien su proceder puede. 
parecernos dubitativo o torpe, no hay que olvidar que, al menos. 
al principio, no disponía de ninguna de las herramientas topológicas. 
o algebraicas de la matemática actual que habrían facilitado su: 
labor. En sus primeras publicaciones, 
nociones topológicas, y para él el anillo de los enteros p.-ádicos. 
(pideal primo del anillo A de los enteros de un cuerpo de números k)... 
es, en resumen, en términos modernos, el límite proyectivo de los: 
anillos A/p” para n creciendo indefinidamente, en el sentido pura: 
mente algebraico, y para establecer las propiedades de este anillo: 
y de su cuerpo de fracciones se ve obligado a utilizar a cada paso, 
más o menos penosamente, razonamientos ad hoc (por ejemplo 
para probar que los números N -ádicos forman un anillo entero): 
La idea de introducir en un cuerpo p-ádico nociones topológica: 
no aparece en Hensel antes de 1905 [157 d], y es solamente en 1907 
después de haber escrito el Jibro en el que reexpone de acuerdí 
con sus ideas la teoría de los números algebraicos [157 f] cuand 
llega a la definición y a las propiedades fundamentales de los valore 
absolutos p -ádicos [157 e], a partir de las que podrá desarrollar 
calcado sobre la teoría de Cauchy, todo un «análisis p-ádico» qu 
será capaz de aplicar provechosamente en la teoría de números (sobr 
todo con el empleo de la exponencial y del logaritmo p -ádicos),. 
cuya importancia no ha dejado de crecer desde entonces. 


además, no habla mucho de: ha 
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Hensel se ¡ 1 
al a dedo muy bien cuenta, desde el principio, de 
E po aportaba su teoría a las formas de expo- 
Ber de E a ae «localizar» los problemas y situarse en 
eran triviales, Sa e een map o 
at , gracias al lema fundam 
Ms SS e a d el estudio de los polinomios cuyo o 
ES A da Ñ iene raíces múltiples se reduce al estudio de 
iS a Cuerpo finito. Hensel había dado ya en 
a dad A E dy OR de estas simplificaciones, sobre 
ree an , re ativas al discriminante (en particular, una 
dd e pl dado por él mismo algunos años tes 
e es] palio extraordinarios»). Pero parece que 
IS ps Os números p-ádicos inspiraron una gran 
o pe al Pen contemporáneos, actitud sin duda 
po ideas demasiado «abstractas», pero que el 
ae excesivo de su autor (tan frecuente en matemá.- 
pc sores de teorías nuevas) no dejaba de justificar 
Me id E pd O con aplicar provechosamente su 
a e SA gebraicos, Hensel, impresionado al igual que 
ropas _ Ei por las demostraciones de la trascen- 
Ma E engañado por el calificativo «trascendente» 
llegado a pensar que Soma ia A e oda 
o entre los números p-ádi 
os de As trascendentes, y por un momento cien pes 
A nera una demostración sencilla de la trascen- 
da e Incluso de la de e* ([157 d], p. 556)2* ] 
a e o e después de 1910 con la llegada de la 
a S dee uenciada por las ideas de Fréchet y de 
ei a Ogia, y por las de Steinitz sobre el álgebra 
oia principio a la «abstracción», será esta gene- 
a ará comprensibles y dará su verdadero lugar a los 


26 E A 
sta búsqueda a le Í 
cas E AS dd Ne poe d e paralelismo estrecho entre series p-Ádicas 
ensel a plantearse extrañ 
os problemas: demuestr: 
: EN 


por ejem lo que t 1 ádi Ss 
xP > 
k=0 


donde los a, s ' 
on n Pr , 
dec Q a elegidos de tal modo que la serie con verja no sol 
convergen GO En en R (¿sin duda, acordándose de las series d de 
en varios lugares a la vez?) [157 e y £] ries de Taylor que 
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odo 
trabajos de Hensel. Kiirschak [190], ya en. 1913, define de m 


j ancia 
eral la noción de valor absoluto, se da cuenta eS la LS 
dla lores absolutos ultramétricos (de los que el valor a da 
Ae e da E ejemplo), demuestra (calcando la demostración so 
Aa E l tios reales) la existencia del completado de PR 
E E a un valor absoluto, y sobre todo ei 
eds Er la posibilidad de la prolongación de un rato E 
AE e Rsión algebraica cualquiera del cuerpo Sn a nea 
ta dado cuenta de que el carácter ultramétrico E u de 
DE ía va de manifiesto en el cuerpo primo, este punto lu 
E o: Ea E al que se debe también la e 
Pr ios 10 valores absolutos sobre el cuerpo E o ed 
damental que caracteriza los Cuerpos Ea A alos 
no ultramétrico como. subcuerpos de C [242]. - 


ue van de 1920 a 1935 la teoría será completada con un estudio: 


| j iscretos, 
más detallado de los valores absolutos no necesariamente d : 


comprendiendo entre otros el examen de las diversas E o 

j lugar al pasar a una extensión algebraica o tras ea 
do al During, F. K. Schmidt). Por otra parte, Krull intro ño 
a en 1931.1a noción general de valoración [187 f] epa nn 
ye liamente utilizada en los años siguientes por Zariski y su de 
ets algebraica?”?. Tenemos que mencionar aquí tam e : 
e salga de nuestro marco, los estudios más NOS hd 
la estructura de los cuerpos valorados a a ca 
completos, que datan de la misma época (Ha ; p 
tdo ea más arriba citado (p. 151) cs 
se ocupaba de un tipo de anillo muy e e e 
nianos no tienen más que un único ideal Daga q E des 
más que es principal). Si dejamos aparte la obra 


¡fe ía sido introduci 
27 Un ejemplo de valoración de altura 2 ya había sido introdu: 
por H. Jung [/ 75], en 1923. 
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y la de 1927, caracterizando axiomáticamente los anillos de Dedekind 
[236 b]. Como ya había mostrado Steinitz con los cuerpos, vemos 
en estas memorias cómo un pequeño número de ideas abstractas, 
como la noción de ideal irreducible, las condiciones de cadena, y la 
idea de anillo íntegramente cerrado (las dos últimas, como hemos 
visto, ya señaladas por Dedekind) podían conducir por sí mismas a re- 
sultados generales que parecían indisolublemente ligados a resulta- 
dos puramente calculísticos en los casos anteriormente conocidos. 
Con estas memorias de E. Noether, unidas a los trabajos ligera- 
mente posteriores de Artin-van der Waerden sobre los ideales divi- 
' soriales ([317 a], t. 1, pp. 105-109) y de Krull relacionando estos 
ideales con las valoraciones esenciales [187 f], se completa el largo 
estudio de la descomposición de los ideales comenzado un. siglo 


antes?*, al mismo tiempo que se inaugura el Algebra conmutativa 
moderna. : 


Los innumerables trabajos posteriores del álgebra conmuta- 
tiva pueden agruparse de acuerdo con varias tendencias directrices 
fundamentales: 

A) Anillos locales y topologías. Aunque ya contenida en potencia 
en todos los trabajos anteriores de la Teoría de números y de la 
Geometría algebraica, la idea general de localización tarda inucho 
tiempo en presentarse aislada. La noción general de anillo de frac- 
ciones no es definida hasta 1926 por H. Grell, un discípulo de E, 
Noether, y únicamente para los anillos enteros [137]; su extensión 
4 los anillos más generales no será dada hasta 1944 por Chevalley 
para los anillos noetherianos y 1948 por Uzkov para el caso general. 
Hasta casi 1940, Krull y su escuela son prácticamente los únicos en 
utilizar en razonamientos generales la consideración de los anillos 
locales Ap de un anillo entero A, estos anillos no empezarán a apa- 
recer explícitamente en Geometría algebraica hasta los trabajos de 
Chevalley y Zariski a partir de 1940??. 


28 Después de la definición de los ideales divisoriales se emprendieron numerosos 


trabajos (Prúfer, Krull, Lorenzen, etc.) sobre los ideales que son estables por otras 


operaciones 'a [> a” verificando condiciones axiomáticas análogas a las propiedades 
de la operación al» A :(A : a) que origina los ideales divisoriales. Los resultados 
obtenidos en esta dirección no han encontrado aplicación hasta el momento ni en 
Geometría algebraica ni en Teoria de números. 


2 En los trabajos de Hensel y de sus discípulos sobre la Teoría de números, lós 
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El estudio general de los mismos anillos locales no comienza 
hasta 1938 con la gran memoria de Krull [187 h]. Los resultados 
más importantes de este trabajo se refieren a la teoría de la dimensión 
y a los anillos regulares, y nO vamos a hablar de ellos aquí, pero - 
también aparece por primera vez el completado de un anillo local: 
noetheriano cualquiera, así como Una forma todavía imperfecta 
del anillo graduado asociado a un anillo local??. Este último no 
será definido hasta 1948 por P. Samuel [270] y también, indepen- 
dientemente, en los trabajos de topología algebraica de Leray y: 
- H. Cartan. Krull, en el trabajo antes citado, no emplea demasiado - 

el lenguaje topológico, pero ya en 1928 [187 e] había demostrado 


que, en un anillo noetheriano A, la intersección de las potencias 
xe A tales que x(1 — a). 


de un mismo ideal a es el conjunto de los 
= ( para un 464, se deduce fácilmente de aquí que para todo... 


ideal m de A, la topología m -ádica sobre A induce sobre un ideal 


a de A la topología m -ádica de a; en su memoria de 1938 Krull. 


completa este resultado demostrando que en un anillo local noethe- | 
riano todo ideal es cerrado. Estos teoremas fueron extendidos poco. 
después por Chevalley a los anillos semilocales noetherianos, y más: 
tarde por Zariski a los anillos que llevan su nombre [340 b]; también: 
se remonta a Chevalley la introducción de la «compacidad lineal 
en los anillos topológicos, así como la determinación de la estructura. 
de los anillos semilocales completos [62 c]. . 
B) Paso de local a global. Desde Weierstrass se ha tomado la 
costumbre de asociar una función analítica de una variable (y en 
particular una función algebraica) al conjunto de sus «desarrollos 
en todos los puntos de la superficie de Riemann en los que est 


definida. En la introducción de su tibro sobre la teoría de númer: 


lado sistemáticamente, prefiriéndose considerar $ 


anillos locales Ap'son dejados de 
de la posibilidad de aplicar A estos últimos el leí 


completados, 2 causa, sin duda, 


de Hensel. 
30 Sines el ideal maximal del anillo local noetheriano considerado A, y (%)1< is 


sistema mínimo de generadores de m, Krull define para todo x + 0 de A las «form: 
iniciales» de x de la forma siguiente: si ¡es el mayor entero tal que x emi, las formi 
iniciales de x son todos los polinomios homogéneos de grado j, P(X,, ..., X,) CO 
coeficientes en el cuerpo residual k = Af tales que x = P(U;, ..., a,) (mod.m3**) 
hace corresponder a todo ideal a de A el ideal graduado de k[Xj, ..., X,] engendra: 
por las formas iniciales de todos los elementos de a («Leitidea)»), estas dos nocior: 


hacen el papel del anillo graduado asociado. 
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(3: S dp Rós Papers asocia de la misma manera a todo elemento 
: rpo k de números algebraicos el conj 
| njunto de los ele: 
que le corresponden en los com; a 
pletados de k para todos 1 
absolutos** sobre k. Pued ¡ a 
. e decirse que este punto de vista ha susti 
tuido en el álgebra conmutati o 
uid ativa moderna a la fórmula d 
sición de un ideal en produ i cera a 
cto de ideales primos (conti 
un cierto sentido el punto de vista inici a 
ci sta inicial de Kummer). L s 
vación de Hensel equivale implíci o 
plícitamente a sumergir k en 
: el pro- 
pcs Ad Es o completados, y esto es lo que hace eN 
Did dl dl su e de los «idelos» [62 b], que perfec- 
io! riores análogas de Priifer y von N 
últimos se limitaban a sumergi A 
tim rgir k en el producto de 
p-ádicos)?*?, Aunque esto sal i j ae 
3 ga en cierta medida de nuestr 
O. : , o cuadro, 
e ar dls: gracias a una topología ade- 
e los idelos, puede aplicarse a l Í 
Me po | a la teoría de 
E toda la técnica de los grupos localmente compactos (in- 
E a.medida de Haar) de forma muy eficaz. 
MN. econo caes más general, el teorema de Krull [187 f] 
anillo íntegramente cerrad ¡ on 
de anillos de valoraci j ren 
ión (lo que equivale igual ¡ 
el anillo considerado en A ad 
un producto de anillos d ¡ i 
o os de valoración), faci- 
studio de estos anillos é 
! , Aunque el método sol 
| solo 
Mr a O para las valoraciones esenciales de los 
: . Se encuentran además frec 
al uentemente en Krull 
stante elementales) del mé 
local a global» consi ee aa 
stente en demostrar una led 1 
entero A limitándose a verifi RN 
me carla para los «localizad 
s . , dos» Ap de 
a todos sus ideales primos?*. Serre, más recientemente, O! Era 


21 
Hensel toma com 
o valores absolutos no ult 1 
' ra 
pa , sobre Q las funciones x |» | x(] (donde las eN qa pe o e 
a Q < ns ju- 
Said en cornentemente desde Dirichlet. Ostrowski Pa al See 
rde, únciónes son esencialmente los únicos val dd 
A alores absolutos no ultra- 
32 Debid 
ebido a esta observació 
ón de Hensel se h j 
loa _Hensel se ha extendido la costumb 
e ads «lugares en el infinito» de un cuerpo de números K E ; E 
o ria e 7 E e con el proceso mediante el 2 Mea 
el in Í i 
A o nito» de la superficie de Riemann de una curva 


uando se habla de «paso < jocal a Obal» se alude a menudo a cuestiones 
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te método es válido para anillos conmutativos cualesquiera 
A, de que es aplicable también a los A-módulos y a sus homomor- 
fismos, y que es incluso suficiente limitarse a «localizar» en los ideales 
maximales de A, punto de vista estrechamente relacionado con las 
ideas sobre los «espectros» y sobre los haces definidos sobre dichos 
espectros (véase más adelante, p. 161). ; 
C) Enteros y clausura integra. Hemos visto cómo la noción de - 
entero algebraico, introducida primeramente para los cuerpos de 
números, había sido ya extendida por Kronecker y Dedekind a los 
cuerpos de funciones algebraicas, aunque en este caso pudiera pa- 
recer bastante artificial (al no corresponder a una noción proyectiva). 
“La memoria de E. Noether de 1927, y los trabajos posteriores de 
Krull a partir de 1931, pondrían de manifiesto el interés que pre- 
sentaban estas nociones para los anillos más generales?*, Se deben : 
a Krull en particular los teoremas de «levantamiento» de los ideales * 
primos en las álgebras enteras [187 g], así como la extensión de*. 
la teoría de los grupos de descomposición y de inercia de Dedekind- 
Hilbert [187 £]. En cuanto a E. Noether, se le debe la formulación 
general del lema de normalización?% (de donde se obtiene entre. | 


otros el teorema de los ceros de Hilbert), así como el primer criterio: 
ientos clásicos de Kronecker: | 
clausura íntegra de un anillo. |. 


de que es 


mucho más complicadas, 
más conocidos son los tratados en las 
formas cuadráticas sobre un cuerpo de números algebraicos k, en las que 
muestra, entre otras cosas, que la condición necesaria y suficiente para que una ecuaci y 
Jj) Xp) = a tenga una solución en k" (f forma cuadrática, a Ek) es que tenga un 
solución en cada uno de los completados de k. Según indica el propio Haase, la idea 
de este tipo de teoremas le habría sido sugerida por su maestro Hensel [150c]. La 
extensión de este «principio de Haase» a otros grupos distintos del grupo ortogona 
es uno de los objetivos de la moderna teoría de los «adelizados» de los grupos a 
braicos. pd 

34 Krull y E. Noether se limitan a los anillos enteros, pero no resulta difícil extende 
sus métodos al caso general. Á este respecto, el trabajo más interesante es la memori 
en que I. Cohen y Seidenberg extienden los teoremas de Krull indicando con tod 
precisión sus límites de validez [66]. Es conveniente mencionar que E, Noether habi 


señalado explícitamente la posibilidad de tales “generalizaciones en su memoria de 192 


(1236 b], p. 30). 
35 Un caso particu 
t. HL, p. 290). 


lar ya había sido enunciado por Hilbert en 1893 ([163 a 
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- Fin ; - z 
e Epi que señalar aquí que una de las razones de la 
se debe a 15% e de la On de anillo íntegramente cerrado 
ES es Le los de Zariski sobre las variedades algebraicas 
LD . e 1 ha descubierto que las variedades «normales» 
e > Es as cuyos anillos locales son íntegramente cerrados) 
no Pa) lades particularmente agradables, sobre todo la d 
bue DE te «singularidades de codimensión 1», y se observó ¡ e 
E E a. qe «espacios analíticos» tenían lugar fenómenos AEBlo o A 
e ze e 9 la «normalización» (es decir, la operación que ES E 
ion Ea s clausuras íntegras de los anillos locales de 55 
AS a convertido en una poderosa herramienta dentro del 
D) El ; oa algebraica moderna | á 
estudio de lo j : e 
lógica. Una de las s módulos y la influencia del Algebra homo- 
eN A caracteristicas más destacadas de la obra de 
Ea dd XA E rull en Algebra es la tendencia a la «linealización» 
por Dedekind a análoga señalada para la teoría de cuerpos 
OS > telitz; dicho con otras palabras, los ideales 20h 
IS peda todo como módulos, y por tanto les son aplicables 
E ceda eciones del Algebra lineal (cociente, producto, y 
E oe o tensorial y formación de módulos le 
smos), dando lugar en a : de 
: eneral a módul 
ideales. D E ulos que ya no so 
ochas a 0 e rápidamente de O que eN 
NES rate de anillos conmutati 
interés limi : - 1mutativos O no) carece 
pda pS al estudio de los ideales de un anillo A : ps pa 
lOs EN enunciar más generalmente los hora el 
. sometidos eventue E Fe 
finitud). almente a ciertas condiciones de 
La intervenció : 
ds E del Algebra homológica no ha hecho otra cosa 
e a: endencia anterior, en tanto que esta rama del Al ebr 
ae 2 is de cuestiones de naturaleza lineal. No Cantos 
su historia, pero es ¡ : a : 
das apa > S Interesante señalar que al 
rd fundamentales del Algebra homaló a: esa 
cn pra y la del funtor Tor) han nacido con motivo 
un anillo Ape del comportamiento de los módulos sobre 
nd respecto al producto t ¡ | 
y en A 
peas por H. Cartan en 1948 sorial, estudio em- 
eci EI 
da era previsible que las nuevas clases de módulos 
e lorma natural por el Algebra homológica como 
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«anuladores universales» de los funtores Ext (módulos proyectivos 


e inyectivos) y de los funtores Tor (módulos planos) arrojarían 
nueva luz sobre el Algebra conmutativa. Han sido los módulos 
proyectivos, y más aún los módulos planos, los que se han revelado 
como más útiles; la importancia de estos últimos reside sobre todo 
en la observación, hecha primeramente por Serre [283 b], de que 
la localización y la complección introducen de modo natural módulos 
planos, «explicando» de este modo de forma mucho más satisfactoria 


las propiedades ya conocidas de estas dos operaciones, Y haciendo 


mucho más cómoda su utilización. Conviene por otra parte señalar 
que las aplicaciones del Algebra homológica están lejos de termi- 


narse aquí, y que desempeña un papel cada vez más fundamental 


en la Geometría algebraica. dE 

E) La noción de espectro. La última (cronológicamente) de las. 
nuevas nociones del Algebra homológica tiene una historia compleja. 
El teorema espectral de Hilbert introducía conjuntos ordenados de... 
proyectores ortogonales de un espacio de Hijbert, formando un: 
«álgebra de Boole» (o mejor aún un retículo de Boole)?*, en corres-. | 
pondencia biunivoca con un retículo de Boole de clases de partes... 
medibles (para una medida conveniente) de R. Fueron sin duda. 
sus trabajos anteriores sobre los operadores en los espacios de Hilbert | 
los que, hacia 1935, llevaron a M. H. Stone a estudiar de forma. 
general los retículos de Boole, y a buscar sobre todo «representa: 


ciones» de ellos por medio de las partes de un conjunto (0 de clase 


de partes para una cierta re 
un retículo de Boole se convierte € 
tipo muy particular) cuando se define la multiplicación m 
xy = inf(x, y) y la adición por x + Y = suptinfí(x, y”), inf_c» y) 
En el caso particular en que sé parte del retículo de Boole 33 ( 
de todas las partes de un conjunto finito X, se ve inmediatamen 
que los elementos de X están en correspondencia biunivoca natur 
con los ideales maximales del anillo «booleano» correspondient 
“y Stone obtiene precisamente su teorema general de representaci 


conjunto ordenado reticulado, con un elenie 
en el que cada una de las leyes sup e inf es distribu 
para cada 4€ E existe un a' € E único tal qu 


36 Un retículo de Buole es un 
mínimo « y un elemento máximo 0, 
tiva respecto de la otra, y €n donde, 
infía, a”) = a y supía, a)=0w. 


Algebra conmutativa. Teoría. de los ler algebraicos 16 
1 
pe Pio a considerando de la misma manera el con 
os ideales maximales del anillo i 3 
ciando a todo elemento d Í A 
el retículo de Boole el ju 
( con, 
ps maximales que lo contienen [301 a]. ad 
e pe ds parte como ejemplo clásico de retículo de 
as partes abiertas y cerradas a 1 
un a vez de un 
Po o on no trabajo [301 b], Stone demostró 
odo retículo de Boole es isomorf Í 
Po 1 morfo a un retículo de 
. Para esto era necesario, natural ¡ 
: mente, defini 
una topología sobre el conjunto de los ideales maximales de 5 


- anillo 
«booleano», para lo que basta sencillamente tomar como 


conjuntos cerrados, para cada ideal j 
z eal a j 
maxima o , el conjunto de los ideales 
a Meca hablar aquí acerca de la influencia de estas ideas 
e nálisis funcional, donde desempeñaron un papel impor 
el A Es o de la teoría de las álgebras normadas o. 
. Gelfand y su escuela, Pero en 1945 ob : 
[172 e] que el procedimien efinici re 
: to de definición de ía imagi 
nado por Stone puede apli or dl 
plicarse de hecho a todo anill 
tivo o no) con tal que se tom j nd 
e como conjunto de ideales no el 
La E Ao e e maximales, sino el conjunto de dentes 
iláteros (i.e. los ideales biláteros b 
un anillo primitivo); para un ani eo caS Oia 
: anillo conmutativo se vu 
elven - 
Ese Ra maximales. Zariski, por su parte utiliza ón 
análogo en 1944 [340 a] para definir una topología sobre 


el conjunto de lugares de un cuerpo de funciones algebraicas. Sin 


a p 
Ae he Pio a no eran para la mayor parte de los alge 
ue simples curiosidades, debido al e 

E ; al hecho de no 
E Cao rn y se experimentaba una repugnancia RE 
a De a Srl A de trabajar con estos extraños objetos 
esapareció hasta A Í > en 

A que A, Weil mostró 
a e algebraica puede ser dotada de forma Ea 
he DA meo. id da Po y E esta topología permite definir 
er el caso de las variedades diferenci 

de E aso diferenciabl 
A creo Apio de espacio fibrado [330 e]. Poco después So 
e extender a estas variedades así topologizadas la 


Bourbaki, 6 
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topología usual cuando el 
se refiere a la aplicación de los métodos de la Topología algebraica 


[283 a y b]. ) 
A partir de este momento resultaba natural el empleo de este 


lenguaje geométrico en toda el Algebra conmutativa. Se observó 


muy pronto que la consideración de los ideales maximales es en 


general insuficiente para la obtención de enunciados cómodos?” 
y que la noción adecuada es la del conjunto de los ideales primos 
del anillo, topologizado de la misma manera. Con la introducción 
de la noción de espectro se dispone de un diccionario que permite 
expresar todo teorema 
geométrico muy cercano al de la geometría alge 
Weil-Zariski, lo que ha contribuido además a ampliar considera- 
blemente el marco de esta última, 
mutativa, desde este punto de vista, no € 
elemental [138]. 


se al «espectro maximal» proviene del hecho 


37 El inconveniente de limitar 
y 1 es un ideal maximal de 


que si p:A >B es un homomorfismo de anillos 

.. 1 . 

(1) no es necesariamente un ideal maximal de A, mientras que para todo ideal prit 
-1 AR 

» de B, e(1) es un ideal primo de A. Resulta por tanto imposible en general asoc: 

de modo natural a q una aplicación del conjunto. de los ideales maximales de B 

el conjunto de los ideales maximales de Á. 


uerpo de base es C, sobre todo en lo que 


de Algebra conmutativa en un. lenguaje 
braica de la época 


de tal modo que:el Algebra con- - a 
s más que su parte más 


Pon, A 
NO CONMUTATIVA 


a An visto ya (p. 93) cómo las primeras álgebras no conmuta- 
E Mco su e en 1843-44 en los trabajos de Hamilton [/45 a] 
ssmann ], t. L). Hamilton, al introducit 1 'érni 

se On, Os cuaterniones, 
ES a Pas A a clara de las álgebras cualesquiera de 
€ obre él cuerpo de los números reales ([145a], Prefaci 
p. 26-31)". En el desarrollo de su teoría, ti pc 
; eoría, tiene un poco más ad 
lante la idea de considerar 1 : A NS 
E o que él llama «bicuaterni 
decir, el álgebra sobre el cuer ' e dotada de 
, 2. po de los números complej 
la misma tabla de multiplicació O ca pu 
2 mis: plicación que el cuerpo de lo ] 
y hace la observación de que esta extensió a Aa 
hace tensión provoca la ició 
divisores de cero ([143 a] : O 
isores de cel , p. 650). El punto de vista de Gra 
: Pp nto d ssm. 
a OS Y durante mucho tiempo su «álgebra hop» 
vo bastante alejada. de la teoría de las álgebras?, pero, bajo 


_ 1 El concepto de isomorfía de dos álg: 5 mencioi 
iS ncepto y > dos á gebras no es mencionado po iltor 
E > q eS cdas los matemáticos de la escuela inglesa, sobre Ars 
A E a a un cambio de base no modifica sustancialmente al Alea 
e ai GO) jemplo el trabajo de Cayley sobre las álgebras de rango 2 ([58] 
E o ver la razón de ello en el hecho de que aparte de la multipli- 
A , Grassmana introduce también entre los multivectores lo q; Se 
multiplicaciones «regresiva» e «interior» (que hacen para él el E e 
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precisión, no puede dejarse de re- 
conocer la primera idea de un álgebra (de dimensión finita o no, 
sobre el cuerpo de los números reales) definida por un sistema de 
generadores y de relaciones ([134], t. l,, pp- 199-217). 
En los años 1850-60 aparecen nuevos ejemplos de álgebras de 
forma más o menos explicita: si bien Cayley, al desarrollar la teoría 
de las matrices ([58], t. Il, pp- 475-496), todavía no considera las 
matrices cuadradas en tanto que elementos de un álgebra (punto | 
de vista que solamente aparecerá claramente con los Peirce hacia 
1870 [248 c)), al menos hace notar en esta ocasión la existencia de 
un sistema de matrices de orden 2 verificando la tabla de multipli- 
cación de los cuaterniones, observación que puede considerarse - 
como el primer ejemplo de representación lineal de un álgebra?. 
Por otro lado, en la misma memoria en que define la noción abstracta 
de grupo finito, da de pasada la definición del álgebra de un grupo : 
de dicho tipo, sin obtener ninguna consecuencia de esta definición ' 
([587, t. IL p- 129). 
No hay ningún progreso notable que señalar antes de 1870,: 
pero en esta fecha dan comienzo los trabajos sobre la estructura : a 
general de las álgebras de dimensión finita (sobre el cuerpo real O: 
complejo). B. Peirce da los primeros pasos en este sentido; intro 
duce las nociones de elemento nilpotente, de elemento idempotente,: 
demuestra que un álgebra (con o sin elemento unidad) uno al menos, 


un lenguaje todavía carente de 


ualidad). Es en todo caso bastante notable, qú 
de Study-Cartan de la Enciclopedia ([52 a], t..1 
o esté situada entre las álgebras asociativas, 

y que no se haga observar que uno de los t 
de la p. 180) no es otra cosa que el álgebra exteri 


todo lo que se relaciona con la d 
todavía hacia 1900, en el artículo 
pp. 107-246), el álgebra exterior n 
que reciba un tratamiento aparte, 
de álgebras de grado 4 (el tipo VIIL 
sobre el espacio de dimensión Ze ; 

ala dicha existencia, no escribe explicitam 


3 A decir verdad, Cayley no señ 
haber observado en este momento que algun 


las matrices en cuestión, y no parece 
ias (en toda esta memoria no se precisa nunca si las 


son necesariamente imaginari 

es son reales o complejas; de todos mod 
aparece incidentalmente un número complejo en la p. 494). Podría pensarse que 
habría que dar más que un paso para identificar los «bicuaterniones» de Hamilton € 


las matrices complejas de “orden 2; de hecho, 
tamente hasta 1870 por los Peirce ([247], p. 132). La idea general de representaci 


regular de un álgebra es introducida por C. 5. Peirce hacia 1879 [248 cl, y 
sido presentida por Laguerre en 1876. ([192), t. 1, p. 235). o 
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de cuyos element 7 
g Os no es nilpotente pos : 
escribe la célebre descomposición posee un idempotente 4 0, y 


X= 
exe + (xe — exe) + (ex — exe) + (x— xe — ex + exe) 


e id 4 
: te : elemento cualquiera), y tiene la idea, todavia un 
de idempotentes en e un Apdo en sima 
dl s dos a dos [247]. A 4 
qa Ae A OL p. 274)*, se debe a B. Peirce a ds o. 
ria e dos álgebras, que el mismo Clifford aplica implí- 
([65], pp 181-200) aa ación de los «bicuaterniones» de Hamilton 
1l pa be br a Y: explícitamente al estudio de las álgebras que 
e ea a algunos años después ([65], pp. 397-401 y 266-276) 
OS pea son empleadas por B. Peirce en la cla hoación 
complejos), proble EN pequeña (sobre el cuerpo de los números 
matemáticos de ee el que se preocupan también, hacia 1880, otros 
a la cabeza. Se lle Es od con Cayley y Sylvester 
E E eo E Ss rápidamente a la convicción del gran número 
HE CAEN e se es, y es sin duda este hecho el que, en el periodo 
e ds Hen rientar las Investigaciones hacia la obtención de 
Ea dell deca Un 
diferente, se empi e, donde la evolución de las ideas es bastante 
1878, rabia da a trabajar en estos temas antes de 1880. En 
e PO emuestra que los cuaterniones constituyen el único 
cuerpo de los e no conmutativo (de dimensión finita) sobre el 
E cir ros reales ([/ 19), t. L pp. 343-405) resultado publi- 
al A 'emente dos años después por C. S. Peirce [248 d] 
AR a precisando una nota de Gauss, había 
nilpotente $ As E s cursos, las álgebras conmutativas sin element 
obre R o C, como compuestas directas de cue a 


4 B, Peirce el : 
ss laa as en Londres en 1871, y ambos aluden vari 
Mathematical Soci , UNA de las cuales tuvo lugar sin duda en una sesión d NO 
ciety, en la que Peirce había presentado sus ida dd 
os. 


50 
e hecho, Weierstrass impon 
ass impone a sus á o, 
saber, la de que la ecuación s álgebras una condición más estricta, a 
> 


EQ +AX+... +40 =0 


(donde los a y a incó ta x están en el 4)no ede tener nfinita raices mas 
4 1 gn1 álgebr ) pu n J $ 


que si los a, son todos múltiplos de un mismo divisor de 0 
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por su parte Dedekind había llegado a las 
870, en relación con su concepción 


- «hipercompleja» de la teoría de los cuerpos conmutativos, sus de- 
mostraciones son publicadas hacia 1884-85 ([329 a], t. IL pp. 311- 
332 y [79], t. IL pp- 1-19). Es también en 1884 cuando H. Poincaré, 
en una corta nota muy elíptica (1251 al, t. V, pp. 77-79) llama la 


atención sobre la posibilidad de considerar que las ecuaciones 


Z= PAX1> 0» Xm Yao e.» y,), que expresan la ley multiplicativa 
Exe) ye) = 2,2,e, en un álgebra, definen (localmente) un grupo 
de Lie. Esta observación parece haber impresionado profundamente 
a Lie y sus discípulos (Study, Scheffers, F. Schur, y un poco después 
Molien y E. Cartan), que precisamente en esta época se preocupaban 
de desarrollar la teoría de los grupos «continuos», y sobre todo de .. 
los problemas de clasificación (ver en particular [271], p. 387); y en. 
el periodo 1885-1905 llevó a los matemáticos de esta escuela a aplicar... 
al estudio de la estructura de las álgebras métodos de la misma na- 
turaleza que los empleados por ellos mismos en el estudio de los 
grupos y las álgebras de Lie. Estos métodos se apoyan fundamental- 
mente en la consideración del polinomio característico de un ele- 
mento del álgebra relativamente a Su representación regular (poli 
nomio que ya aparecía en los trabajos de Dedekind y Weierstras 
“arriba citados) y en la descomposición de este polinomio en factores 
irreducibles, descomposición en la que se refleja, como descubriría 
Frobenius un poco más tarde, la descomposición de la representació! 
regular en componentes irreducibles.: : $ 
A lo largo de los trabajos de la escuela de Lie sobre las álgebra: 

van surgiendo poco a poco las nociones «intrínsecas» Í 
La noción de radical aparece en un caso particular (cuando el co 
ciénte por el radical es compuesto directo de cuerpos) en G. Scheffer 
en 1891 [271], y más claramente en Molien [224 a] y Cartan (52 al 
t. TL, pp. 7-105), que estudian el caso general (la palabra «raxicab 
se debe a Frobenius ([119], t. ILL pp. 384-329). Study y Scheffers [271 
ponen en evidencia el concepto de álgebra compuesta directa de ve 
rias otras (ya entrevisto por B. Peirce ([247], p. 221)). Por última 
Molien introduce [224 a] las álgebras cocientes de un álgebra, noció 
esencialmente equivalente a la de ideal bilátero (definida por ve 
primera por Cartan -([52 a], t. IL, pp. ?-105)) o.de homomorfism 
(nombre también debido a Frobenius). Aquí la analogía con lo 


(isomorfos a R o a O: 
mismas conclusiones hacia 1 


. Algebra no conmutativa 


del cuál no s 
e ha encontr ado sta O: 4 
n ha: ah ra TUNg n prin CcIpio satisfactorio de clasificación 
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id o y un poco más tarde, en 1904, Epsteen y Wed 
“considerarán series de composición de id Há 
| S eales bilátero. 
extenderán a ellas el teorema de Jordan-Hólder. Los do 
EE PS de este periodo son los de T. Molien [224 a]: 
pao cd Le OS de grupo simple, define las álgebras simples 
: ), uestra que se trata de álgebras de matrices, d é 
prueba que la estructura de un ál qui po 
í ¿ r gebra cualquiera de rango finit 
pe S A ps a al.caso (ya estudiado por Scheffers) 
: ciente por el radical es una. suma dire 
E cta de cuerpos. 
NES elos a es estos resultados poco después (52 2] 
. ,, pp. ?- , €stableciéndolos de forma más cl ¡ 
introduciendo la noción de ál isi ES 
0 o la. gebra semisimple, y destacando inva- 
all le a pe «enteros de Cartan») ligados a un AER 
sobre el cuerpo €. -—llevando de est ía d 
q nl ste modo la teoría de 
Do epa tia to a partir del cual se ha progresado muy 
ea extiende los resultados de Molien y los 
propios a las álgebras sobre R. e 
y Deco e tiene lugar el movimiento de ideas que lleva 
: restricción sobre el cuerpo d ? 
lo. referente al álgebra lineal; h ARS do aa 
; hay que señalar en particular el vi 
impulso dado al estudio de los c ¡ a 
E uerpos finitos por la escuel 1 
cana, surgida alrededor de E. H. Moor l eifio 
! EE e y L. E, Dickson; el 1 
más destacado de estos trabaj eno 
os es el teorema de Wedderburn 
o que todo cuerpo finito es conmutativo [328 a]. En 1907. 
bbs E de, los resultados de Cartan, extendiéndolos a un 
ase cualquiera [328 b]; para lograr est 
completo los métodos de sus ant : dead a 
ecesores (que dejan de s li 
cuando el cuerpo de base no es 1 ido 
de ; algebraicamente cerrad 
maximal), y vuelve a emplear ionánd a 
| , perfeccionándola, la técni 
idempotentes de B. Peirce 1 daa 
, que le permite dar una f iti 
al teorema de estructura de las ¿ Ss s io 
ra de las álgebras semisimples, di 
reduce al de los cuerpos no conmutati oa 
educe al de conmutativos. Por otra parte, d 
punto de vista en el que se sitúa, mó 
itúa, el problema de i ió 
cuerpo de escalares se plantea de a 
c e modo natural, y d 
' re ea de , y demuestra 
'oda álgebra semisimple continúa siéndolo después de una E cfoación 


6 : 
iftcultades esenciales provienen del estudio del radical para la estructura 
, 
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separable del cuerpo de base”, y se convierte en una e 
E álgebras centrales de matrices si la extensión o E md 
1, p más : : 

«grande» ([328 b], p. 102)". Un poco 
Pen ds 3 [88 Ae el mismo Wedderburn para nl cualquiera [328 yl 
e los primeros ejemplos de cuerpos no ais de do a 
¡$ do así con un caso p : 
re su centro”, inauguran : | 
E «productos cruzados» y de los EEÁR. el se 
S 4 4 a] y E. Noe . Por 
llarán más tarde R. Brauer [3 ! y 
Pic en 1921, Wedderburn demuestra un caso particular del teore 


me entre 1896 y 1910, po | 
xima a la de las álge-- 


y 


donde (%s). e a 85 Una sucesió ' 
de índices es un grupo finito G (dicho de otro modo, 1 


elemento genérico del álgebra del grupo G relativamente a su repr 


a Wedderburn, la noción de extensión separab le 
davía no había sido definida, pero utiliza implícitamente la pe Sea e 
EAS irreducible f sobre el cuerpo S e eri nos Naprd 
i o, se tiene necesariamente f 1%): , P- : de 
e cil de la extensión del cuerpo de escalares no fueron seña S : 
ta 1929 por E. Noether [236 cl. 
e ouiod aquí otro resultado PEN las cues 
ionado con el álgebra homológica), , de 
made a: ñ pero no en producto directo!) de e Sea a E ea oa de 
do (que había sido demostrado por po 
A cad para las álgebras sobre R) es enunciado en su forma 
y te cuando el cociente del álg 


escalares es C y por el | 
pleando además con los polinom 


7 En el momento en que escribi 


tiones de separabilidad 


en. 


neral por Wedderburn, que lo demuestra solamen 
por su radical es simple ((328 b), Pe. Ed em ] 
i i la misma hipótesis arriba citada, j dd 
os oda aritméticos sobre las representaciones lineales de mp , 
Eo en la misma época, llevan también a considerar la noción equi 
pa] 3 


j ión [279 dj. ; 
tralizante de una representación [ : ] : 
a que en los «Grunlagen der Geometrie», Hilbert había dado un ej 


i -109 
plo de cuerpo no conmutativo de rango infinito sobre su centro ([163 c], pp- 107 bes 
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sentación regular), y había hecho la observación de que cuando G 
es abeliano, este polinomio se descompone en factores lineales (lo 
que generalizaba una identidad demostrada mucho antes para los 
determinantes «circulantes», que corresponden a los grupos G cí- 
clicos). En su correspondencia, extraordinariamente interesante, 
con Frobenius ([79], t. 1L, pp. 414-442), Dedekind, en 1896, llama su 
atención sobre esta propiedad, su relación con la teoría de los carac- 
teres de los grupos abelianos [327 <c] y algunos resultados análogos 
relativos a grupos no conmutativos particulares, que había obtenido 
en 1886. Algunos meses más tarde, Frobenius resolvía por completo 


“el problema de la descomposición del «Gruppendeterminant» en 


factores irreducibles ([119], t. HL, pp. 38-77), gracias a su brillante 
generalización de la noción de carácter ([119], t. XUL, pp. 1-37), de la 
que no vamos a hablar aquí. Pero es necesario señalar que a lo largo 
del desarrollo ulterior de esta teoría *, Frobenius es siempre cons- 
ciente de su parentesco con la teoría de las álgebras (sobre la que 
además no había dejado de insistir Dedekind en sus cartas), y des- 
pués de haber introducido para los grupos las nociones de represen- 
tación irreducible y de representación completamente reducible 
([119), £. YU, pp. 82-103), y demostrado que la representación regular 
contiene todas las representaciones irreducibles, proponía, en- 1903, 
abordar la teoría de Molien-Cartan ([119], t. TIL, pp. 284-329), emplean- 
do métodos análogos. En Burnside [44 a] e I. Schur [279 c], el aspecto 
«hipercomplejo» de la teoría no interviene explícitamente, pero es 


en sus trabajos donde aparecen las propiedades fundamentales de las 


representaciones irreducibles, lema de Schur y teorema de Burnside. 
Por último, nos es necesario añadir para nuestro propósito que es en 
esta teoría donde aparecen por primera vez dos casos particulares 
del teorema de conmutación: en la tesis de 1. Schur [279 a] que rela- 
ciona (precisamente por medio de la conmutación en el anillo de los 
endomorfismos de un espacio tensorial) las representaciones del 
grupo lineal y las del grupo simétrico, y en su trabajo de 1905 [279 cl, 
en el que demuestra que las matrices permutables con todas las ma- 
trices de una representación irreducible sobre el cuerpo C son múl- 
tiplos escalares de / (resultado que también puede obtenerse a partir 
del teorema de Burnside). 


10 Una parte de los resultados de Frobenius habia sido obtenida independiente- 
mente por T. Molien en 1897 [224 b]. 
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aplicando la misma idea.a los anillos no conmutativos muestra 
cómo, mediante un estudio sistemático de los ideales ol se 
e extender los teoremas de Wedderburn a todos los anillos cuyos 
E E ls aia satisfacen simultáneamente las condiciones 
Por Otra parte, Krull, en 1926 [187 b], establece la relación entre 
la noción de grupo abeliano con operadores y la de representación 
lineal de los grupos, punto de vista que E. Noether extiende a las 
álgebras y desarrolla detalladamente en un trabajo fundamental 
de 1929 [236 c] que, por la importancia de las ideas introducidas y la 
' lucidez de la exposición, merece figurar, al lado de la memoria de 
Steinitz sobre los cuerpos conmutativos, como uno de los pil 
del álgebra lineal moderna !3, ed 
Finalmente, en una serie de trabajos que comienzan en 1927 
([237], [34 a], [236 d)), E. Noether y R. Brauer (a los que a partir 
de 1929-31 se unen A. Albert y H. Hasse) continúan el estudio de los 
cuerpos no conmutativos a partir del punto a que habían llegado 
Wedderburn y Dickson. Si bien la parte más importante de sus resul- 
tados consiste en un estudio profundo del grupo de Brauer (en particu- 
lar sobre los cuerpos de números algebraicos) y se sale por tanto de los 
límites de esta nota, debemos en todo caso señalar que es a lo largo 
de estos trabajos cuando se precisan los teoremas de ón 
así como la noción de cuerpo neutralizante de un álgebra simple , 
sus relaciones con los subcuerpos conmutativos maximales; por alte 
mo, en 1927, Skolem caracteriza los automorfismos de los anillos 


Todavía no se había delimitado claramente el substrato común 

a estas teorías, este fue el trabajo'de la escuela alemana formada 
alrededor de E. Noether y E. Artin, en el periodo 1921-1933, que ve la 
creación del álgebra moderna. Ya en 1903, en una memoria acerca 
de la integración algebraica delas ecuaciones diferenciales lineales 
([251 a], t. TIL pp. 140-149), H. Poincaré había definido, en un 
álgebra, los ideales por la izquierda y por la derecha y la noción de 
ideal minimal; había señalado también que en un álgebra semisimple, 
todo ideal por la izquierda es suma directa de sus intersecciones con 
las componentes simples, y que en el álgebra de matrices de orden n, 
los ideales minimales son de dimensión n; pero su trabajo pasó. 
totalmente desapercibido de los algebristas *?. En 1907, Wedderburn 
define de nuevo los ideales por la derecha y por la izquierda en un 
álgebra, y demuestra algunas de sus propiedades (principalmente que 
el radical es el mayor ideal por la izquierda nilpotente ([328 b], 
pp. 113-114)). Pero hay que esperar hasta 1927 para que estas nociones 
sean empleadas de forma esencial en la teoria de las álgebras*?; a 
Expresando en forma general procedimientos de demostración que. 
habían ido apareciendo anteriormente en un sitio y otro 13 w, Krull, | 
en 1925 [187 a], y E. Noether, en 1926 [236 b, introducen y utilizan 
sistemáticamente las condiciones maximal y minimal; el primero, las: 

emplea para extender a los grupos abelianos con operadores (que. 

define con este motivo) el teorema de Remak sobre la descomposición 

de un grupo finito en producto directo de grupos no descomponible: 

mientras que la segunda hace intervenir estas condiciones en la: 

caracterización de los anillos de Dedekind. En 1927, E. Artin [7c]),: 


14 
. den 1929, E. Noether demostraba que para los anillos sin radical, estos teoremas 
E bl e Aa que se verifica únicamente la condición minimal (1236 c] 
: ; €. Hopkins demostró en 1939 ici impli ical 
pe ESO que esta condición sola implica que el radical 
PS A ; 
quí se encuentran por primera vez, entre otras, e 
y A , €n su forma general, 1 
_Mociones de homomorfismo de grupos con operadores, de anillo opuesto, de bimódulo. 
rd sento los famosos «teoremas de isomorfía» (que para los grupos conmutativos 
e e en E36 b]). Desde luego que casos particulares o corolarios de estos úl. 
timos Es ían surgido mucho tiempo antes, por ejemplo (para el segundo teorema de 
E E en Hólder, a propósito de los grupos finitos [165], en Dedekind a pro- 
pl : a ca o abelianos ([79], t. 111, pp. 76-77), en Wedderburn a propósito 
Pa par es iláteros cl b], pp. 82-83); en lo que se refiere al primer teorema 
rfía, es enunciado explícitame égui ], p. 
or ] p nte por de da en 1904 (186], p. 65), 


11 Notemos también que en esta memoria Poincaré observa que el conjunt 
de los operadores, en el álgebra de un grupo, que anulan un vector de un espaci: 
de representación lineal del grupo, forman un ideal a la izquierda, y señala que est 
observación podría aplicarse a la teoría de las representaciones lineales ([25/ a 
t. TH, p. 149), pero no desarrolló nunca esta idea. pe 

12 Es interesante observar que, en el intervalo, la noción de ideal por la derech 
o por la izquierda aparece, no en el estudio de las álgebras, sino-en un trabajo d 
E. Noether y W. Schmeidler [238] dedicado a los anillos de operadores diferenciales 

13 La condición maximal (en la forma de «condición de cadena ascendente 
sé remonta a Dedekind, que la introduce explícitamente ([79], t. IIL, p. 90) en el estudi 
de los ideales de un cuerpo de números algebraicos; uno de los primeros ejemplo: 
de razonamiento de «cadena descendente» es sin duda el que se encuentra en la m 
moria de Wedderburn de 1907 ([328 b], p. 90) a propósito de los ideales biláteros 
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simples [286 b], teorema que es encontrado independientemente al- 
gunos años después por E. Noether [236 c] y R. Brauer B4d. 

De este modo, la teoría elemental de los anillos simples y semisim- 
ples llega más o menos, en 1934, a una formulación definitiva (para ' 
una exposición de conjunto del estado de la teoría en esta época, ver 
[87]). A partir de entonces se ha desarrollado en dos direcciones 
diferentes, que nos limitaremos a mencionar brevemente. Por un 
lado, la teoría de los «sistemas de factores», de R. Brauer y E. Noether, 
ha recibido recientemente un nuevo impulso como consecuencia de su 
incorporación dentro del Algebra homológica moderna *$. Por el 
otro, se ha intentado muchas veces, con más o-menos éxito, extender - 
—en parte, al menos— los resultados de la teoría clásica a los anillos b 
que no cumplen la condición minimal!” o a los anillos sin unidad. 
Pero hasta ahora estas extensiones no han tenido muchas repercu 
siones sobre otras ramas de las matemáticas; para más detalles sobre : 
estos trabajos remitimos a la reciente exposición de N.' Jacob-- 
son [172 b]. E iS 


16'No vamos a hacer aquí la historia de esta teoría y de sus relaciones con 1 
noción de extensión de un grupo por otro, pero es conveniente notar que los primero: 
«sistemas de factores» hacen precisamente su aparición a propósito de un problém: 
de extensión de grupos, en la memoria de 1904 en la que IL. Schur funda la teoría d 
las «representaciones proyectivas» de. los grupos [279b]. de 
17 Ya en 1928 había extendido Krull a: módulos semisimples cualesquierá lo 
teoremas generales sobre los módulos simples de longitud finita ([187 c], pp. 63-66 


FORMAS CUADRATICAS. - 
GEOMETRIA ELEMENTAL 


La teoría de las formas cuadráticas, en su aspecto moderno, no 
se remonta más allá de la segunda mitad del siglo XvII1, y, como vere- 
mos, se ha desarrollado fundamentalmente para satisfacer las nece- 
sidades de la Aritmética, del Análisis y de la Mecánica. Pero las 
nociones fundamentales de esta teoría hacen realmente su' aparición 
desde los comienzos de la geometría «euclídea», cuyo andamiaje 
constituyen. Por dicha razón no podemos hacer su historia sin hablar 
aunque sea de forma resumida, del desarrollo de la «geometría ele- 


mental» desde la antigiiedad. Como es natural, solamente podremos 


ocuparnos de la evolución de algunas ideas generales, y el lector no 
debe esperar encontrar aquí información detallada sobre la historia 
de tal o cual teorema particular, contentándonos con remitir a las 
obras históricas o didácticas especializadas?. Queremos también 
señalar que, cuando más adelante hablamos de las distintas interpreta- 
ciones posibles de un teorema en diversos lenguajes algebraicos o 
geométricos, no pretendemos en modo alguno sugerir que dichas 
«interpretaciones» hayan sido siempre tan familiares como. puedan 
serlo hoy; por el contrario, la finalidad principal de esta Nota es la. 
de hacer ver cómo, muy poco a poco, los matemáticos ha ido toman- 


1 Véase ([311], t. 1V a VI) así como [185] y ([106], t. 11D. 
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aparece más que de una manera muy imperfecta, por medio de la 
adición (introducida también sin explicación por Euclides) de los 
ángulos no orientados de semirrectas, que solamente está definida, 
en principio, cuando la suma es igual como máximo a dos rectos*, 
En lo que se refiere a la trigonometría, es despreciada por los geóme- 
tras y es abandonada a los agrimensores y a los astrónomos; son 
estos últimos (Aristarco, Hiparco, y sobre todo Ptolomeo [255]) 
los que establecen las relaciones fundamentales entre los lados y los 
ángulos de un triángulo rectángulo (plano o esférico) y hacen las 
primeras tablas (se trata de tablas que proporcionan la cuerda del 
arco correspondiente a un ángulo 0 < x en un círculo de radio r, 


do conciencia acerca de los parentescos entre cuestiones de aspecto 
algunas veces muy diferente; igualmente intentaremos mostrar cómo 
al realizar esta tarea han sido llevados a dotar de una cierta coherencia 
- la masa de teoremas recibidos de los antiguos, y, por último, a intentar 
delimitar con toda precisión que es lo que debe entenderse por «geo- | 
metría», : 

Si dejamos aparte el descubrimiento por los babilonios de la 
fórmula de resolución de la ecuación de segundo grado ([232)], - Í 
pp. 183-189), debemos observar que las principales nociones de la 
teoría de las formas cuadráticas nacen cubiertas de un ropaje geo- 
metrico, bajo el que deben reconocerse. Estas nociones aparecen :. 
primeramente como cuadrados de distancias (en el plano o en el es- + [ 
pacio de tres dimensiones) y la noción de «ortogonalidad» corres-.. 
pondiente es introducida por medio del ángulo recto, definido por ' 
Euclides como la mitad del ángulo llano (Elementos, Libro 1, Def. 10); 
estando las nociones de distancia y de ángulo recto ligadas por el 
teorema de Pitágoras, verdadera base del edificio de Euclides?. La 
idea de ángulo parece haberse introducido muy pronto en la mate- : 
mática griega (procedente, sin duda, de los babilonios, muy diestros... 
en el empleo de los ángulos a causa de su larga experiencia astronó- 
mica). Sabemos que en la época clásica solamente se definen los 
ángulos inferiores a dos rectos (además, la «definición» de Euclides 
es tan confusa e inutilizable como las que da de recta o plano); la 
noción de orientación no aparece, aunque Euclides haga uso (sin 
axióma ni definición previos) del hecho de que una recta divide el 
plano en dos regiones, que distingue cuidadosamente cuando es 
necesario ?, En esta etapa, la idea del grupo de rotaciones planas no 


es decir, el número 2r sen 3 la introducción del seno, de manejo 


mucho más cómodo, se debe a los matemáticos indios de la Edad 
Media). En el cálculo de estas tablas, la fórmula de adición de arcos, 
desconocida en esta época, es sustituida por el empleo equivalente 
del teorema de Ptolomeo (que se remonta quizá a Hiparco) relativo 
a los cuadriláteros inscritos en un círculo. Hay que señalar también 


drá a lo largo de todo el siglo XIx, la geometría «sintética» a la geometría analítica ; 
intentando desarrollar la primera con toda la independencia posible, se ve Hevado, 
para evitar los «casos de figura» de los geómetras antiguos, a introducir sistemática- 
mente las magnitudes orientadas, longitudes y ángulos. Desgraciadamente, su obra 
se complica considerablemente debido a su postura de no emplear números nega- 
tivos (¡que creía contradictorios!) y de remplazarlos por un sistema poco manejable 
- de «correspondencia de signos» entre distintas figuras. Habrá que esperar hasta Mó- 
bius ([223], t. IL, pp. 1-54) para que se introduzca el concepto de ángulo orientado 
en los razonamientos de la geometría sintética; sin embargo, al igual que -sus suce- 
sores hasta una época muy reciente, solo sabe introducir la orientación mediante 
un recurso directo a la intuición espacial (la regla llamada del «hombre de Ampére»), 
y hasta que no se desarrojlan la geometría n-dimensional y la topología algebraica 
no se llega por fin a una definición rigurosa de «espacio orientado». - 

* Se encuentran sin embargo en Euclides al menos dos pasajes en los que habla 
de ángulos cuya «suma» puede exceder de dos rectos, a saber, las desigualdades satis- 
fechas por las caras de un triedro (Elementos, Libro XI, prop. 20. y 21) (sin hablar del 
«razonamiento» referente a la «miedida» de los ángulos, que es sin duda una inter- 
polación (cf. pp. 223-224)); en estos dos pasajes Euclides parece haberse dejado 
ilevar por la intuición más allá de lo que le permitían sus propias definiciones. 
Sus sucesores son todavía mucho menos escrupulosos y, por ejemplo, Proclo 
(siglo V d. C.) no duda en enunciar un «teorema» general dando la suma de los 
ángulos de un polígono convexo ([153 el, t. L p. 322). 


2 La mayor parte de las civilizaciones antiguas (Egipto, Babilonia, India, China) 
parecen haber llegado independientemente a enunciados que comprendían al menos 
algunos casos particulares del «teorema de Pitágoras», e incluso los indios tuvieron: 
la idea de algunos principios de demostración de este teorema totalmente distintos: 
de los que se encuentra en Euclides (que da de él dos demostraciones, una mediante. 
la construcción de figuras auxiliares, y otra empleando la teoría de las propor: 
ciones) (cf. [311], t. FV, pp. 135-144). NN E op 

3 La noción de ángulo orientado, con sus diversas variantes (ángulo de rectas. 
ángulo de semirrectas) solo aparece muy tardíamente. Euler ([108 a] (1), t. 1X;3 
pp. 217-239 y 305-307) introduce las coordenadas polares en geometría analítica, y. 
también la concepción moderna de un ángulo (medido en radianes) tomando valores: 
arbitrarios (positivos o negativos). L. Carnot [51] inaugura la tendencia que opon- 
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que Euclides y Herón enuncian proposiciones equivalentes a la 
fórmula 


a =b? + «4 -— 2bcecos A 


entre los lados y los ángulos de un triángulo plano cualquiera, pero, 
careciendo de la idea de un cálculo vectorial que no surgirá hasta el : [ 
siglo x1x, no podemos ver en ellas una primera aparición de la noción 

de forma bilineal asociada a una forma métrica. 

Los desplazamientos (o movimientos, ya que la distinción entre | 
estas dos nociones no está clara en la antigiedad, ni siquiera mucho : [ 
después) son conocidos por Euclides, pero, por razones que ignora- | 
mos, parece sentir cierta repugnancia en hacer uso de ellos (por ejem- . | 
plo en los casos de «igualdad de triángulos», donde se tiene la impre- 
sión de que si emplea la noción de desplazamiento es por no haber 
sabido formular un axioma apropiado ([/53 e], t. L, pp. 225-227 
y 249)); sin embargo, recurre a la noción de desplazamiento (rota- ' 
ción alrededor de un eje) para definir los conos de revolución y las: 
esferas (Elementos, Libro XI, def. 14 y 18), y lo mismo hace Arquí-* 
medes para definir las cuádricas de revolución. Pero la idea general. 
de transformación, aplicada a todo el espacio, no surge en el pensa 
miento matemático antes de los últimos años del siglo xvi? y tam 
poco encontramos la menor huella de la noción de composición : 
de movimientos (ni, con mucha más razón, de desplazamientos)- 
antes del siglo xvi. Desde luego, esto no quiere decir que los griegos 
no fuesen particularmente sensibles a las «regularidades» y «sime- 
trías» de las figuras, que nosotros relacionamos ahora con la noción : 
del grupo de los desplazamientos; su teoría de los polígonos regulares, 


3 Solamente pueden citarse como ejemplo de tal noción las «proyecciones» d 
los cartógrafos y de los dibujantes; la proyección estereográfica era conocida po 
Tolomeo (y en el siglo xv1 se sabe que conserva los ángulos), y la proyección centra 
tiene un papel de primera importancia en la obra de Desargues [84], pero aquí se: 
trata de la correspondencia entre todo el espacio (o una superficie) y un plano. Una: 
de las propiedades de la inversión, que hoy expresamos diciendo que la transformada: 
de un círculo es un círculo o'una recta, era conocida en sustancia por Viéte, y empleida: 
por él en los problemas de construcción de círculos; pero ni él ni Fermat, que extiende: 
sus construcciones a las esferas, tienen la idea de introducir la inversión como una 


transformación del plano o del espacio. 
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y más todavía la de los poliedros regulares —una de las más notables 
de toda la matemática griega— demuestra justamente lo contrario * 

Finalmente, la última de las contribuciones esenciales de la ne 
temática griega en el dominio a que nos estamos refiriendo, es la 
teoría de las cónicas (en cuanto a las cuádricas, los griegos solamente 
conocían algunas cuádricas de revolución, y no se preocuparon 
mucho de su estudio, con la excepción de la esfera). Es interesante 
señalar aquí que aunque los griegos (que carecían de un álgebra 
manejable) no hayan tenido nunca ninguna idea acerca del principio 
de la Geometría analítica, utilizaban corrientemente, para el estudio 
de Ciertas «figuras» particulares, las «ordenadas» respecto a dos 

(o incluso más) ejes en el plano, estando dichos ejes estrechamente 
relacionados con la figura considerada, punto fundamental en el que 
su método difiere del de Fermat y Descartes, cuyos ejes se fijan inde- 
pendientemente de la figura. En particular, los primeros ejemplos 
de cónicas (distintas de la circunferencia) que se introducen a pro- 
pósito del problema de la duplicación del cubo, son las curvas de 
ecuaciones y? = ax, y = bx?, xy = Esc 

c d , Xy = c (Menecmo, discípulo de Eudo- 
xio, a mediados del siglo 1v)”; la ecuación de las cónicas que se emplea 
más frecuentemente en el estudio de los problemas relativos a estas 

curvas es la relativa a dos ejes oblicuos formados por un diámetro * 
y la tangente en uno de sus puntos de contacto con la curva, mientras 
que las propiedades «focales» tienen una importancia muy secun- 
daria, contrariamente a lo que parecen indicar algunas tradiciones 
escolares que no se remontan más allá del siglo xrx. De toda esta 
vasta teoría, nos quedaremos aquí sobre todo con la noción de diá- 
metros conjugados (ya conocida por Arquímedes), y la propiedad 
que sirve hoy de definición de polar de un punto, dada por Apolonio 
[153 b] cuando el punto es exterior a la cónica (para él la polar es la 
recta que une los puntos de contacto de las tangentes que pasan 

por dicho punto); desde nuestro punto de vista se trata de dos ejem- 
plos de «ortogonalidad» respecto a una forma cuadrática distinta 


6 V 74 - yd 2 . 
€ase [297], donde se encontrarán también interesantes observaciones sobre 


é , . 
s a de entre ta teoría de los grupos de desplazamientos y los distintos tipos de 
Bra .S ción imaginados por las civilizaciones de la Antigiiedad y la Edad Media 
"% A a a de A estas curvas como secciones planas de conos 
Ss ular (debida también a Menecmo) es posteríor.a su definició j 
: ] . efinició 
de las ecuaciones anteriores (cf. [153 b], pp. XVIELXXX). pea is 
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de la forma métrica, pero no hay que decir que la relación entre estas 
nociones y la noción clásica de perpendicularidad era totalmente 
imposible de concebir en esta época. : 

Hasta llegar a Descartes y Fermat no hay muchos progresos que 
señalar, pero a partir de los comienzos de la Geometría analítica, 
la teoría algebraica de las formas cuadráticas empieza a librarse de su 
ganga geométrica. Fermat sabe que una ecuación de segundo grado 
en el plano representa una cónica ([2091, £. L pp. 100-102; trad. fran- 
cesa, t. 1H, pp. 84-101) y apunta ideas análogas para las cuádricas 
((109], t. L pp. 111-117; trad. francesa, t. HI, pp. 102-108). Con el 
desarrollo de la Geometría analítica para dos y tres dimensiones 


durante el siglo XVII aparecen, a propósito sobre todo de las cónicas 


y de las cuádricas, dos de los problemas centrales de la teoría: la 
reducción de una forma cuadrática a una suma de cuadrados, y el 
cálculo de sus «ejes» respecto a la forma métrica. Para las cónicas, 
estos problemas son lo bastante sencillos como para no dar lugar a 
importantes progresos algebraicos; para un número cualquiera de : 
variables, el primero es resuelto por Lagrange en 1759, a propósito .: 
de los máximos de las funciones de varias variables (2917, +. I. : 
pp. 3-20). Pero este problema es eclipsado casi inmediatamente por - 
el del cálculo de los ejes, antes incluso de haberse formulado la - 
invariancia del rango? ; la ley de inercia no es descubierta hasta cerca *. 
de 1850 por Jacobi ([171], t. UL, pp. 593-598), que la demuestra por: 
el mismo razonamiento que hoy día, y Sylvester ([304], t. E, pp. 378=.- 
381) que se limita a enunciarla como algo casi evidente?. E 

El problema de la reducción de una cuádrica a sus ejes presenta 
ya dificultades algebraicas sensiblemente mayores que el problema: 
análogo para las cónicas, y Euler, que es el primero en abordarlo, . 


$ Al tratar un problema independiente por su naturaleza de la elección de los; 
ejes de coordenadas, Lagrange no podía dejar de observar que su proceder tenía mucho 


de arbitrario, pero carecía todavía de las nociones que le permitiesen precisar esta: 
hay que se: 


idea: «Por lo demás —dice— para no engañarse en “estas investigaciones, 
falar que las transformadas [en suma de cuadrados] podrían muy bien ser diferente 
de las que hemos dado; pero examinando el asunto más de cerca se encontrara. 
infaliblemente que, sean las que sean, siempre podrán reducirse a éstas, o al menos 
estar comprendidas en ellas [?» (loc. cit. p- $). 

9 Por su parte, Gauss había llegado a este res 
cursos siguiendo el método de los mínimos cuadrados, 
Riemann, que siguió estos cursos en 1846-47 ([259 bl, p. 59). 


ultado, y lo demostraba en- sus. 
según el testimonio de: 
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E a a demostrar que los valores propios eran 
cales, a que admite después de un ¡ justi ión si 
ningún valor demostrativo (1103 alOD), o is 
Ss punto queda establecido correctamente alrededor de 1800 [140, 
: e a dl para la demostración del teorema 
as con un número c i 1 
bles ([S6 a] (2), t. IX, pp. 174-195). Es también Ne add ña 
la misma época, demuestra que la ecuación característica ue > 
porciona los valores propios es invariante para todo PS blo d 08 
rectangulares ([36 a], (2), t. V, p. 252)!!, pero para n= 26 ás 
esta, invariancia es intuitivamente «evidente» debido a la Inia 
ción de los valores propios por medio de los ejes de la cónica o 34d a 
correspondiente, Además, en los trabajos sobre estas cuestione he 
Mi presentado de manera natural las funciones simétricas 0 
pS ales de los valores propios (con distintas interpretaciones geo- 
e o di ae o con los teoremas de Apolonio 
s conjugados), y, sobre iscrimi 
he conocido desde mucho antes a n=2 e 
E O des aparece por primera vez para 
= : y £. IX, p. 382). Este últi 

a propósito de la clasificación de le a 
ción para que una cuádrica no tenga punto del infinito) y no mencio E 
su invariancia respecto a los cambios de ejes rectangulares. Pero Nh 
poco después, en los principios de la teoría aritmética de las form: 
cuadráticas con coeficientes enteros, Lagrange señala, para n e 
un caso particular de invariancia del discriminante UR combi 
de variables lineal pero no ortogonal ([191], t. 1, p 699), y Ga ia 
establece, para n = 3, la «covariancia» del discrinioante eN EN 


10 . . . . 
EA cs ne AS de los ejes principales de inercia de un sólido está mucho 
ea o; abiendo reducido el problema a una ecuación de tercer grado 
bed a na ecuación de este tipo tiene siempre una raíz real, y por tanto. di 
E e e An ss do para y tomando este eje como eje de E e 
al problema pl: áci ió 
A plano, de fácil solución (1/08 a] (2), t. TIL, 
11 j 
Hay. que señalar que hast. A 
] a más o menos 1930, sol i 
ee ; ; . , Solo se entiende 
Pl e polinomio homogéneo de segundo grado con respecto ci 
aña bes Se eo a un sistema de ejes dado. Parece que fue la teoría del 
e Hilbert la que llevó a una concepción «intrí ; a 
a n «ntrí ; 
ticas, incluso en los espacios de dimensión e a 
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transformación lineal ([124 a], t. L pp. 301-302) ”. nisbia a 
da por Cauchy y Binet la fórmula general de la multip e 
determinantes, la extensión de la fórmula de Gauss des cos E 
cualquiera de variables era inmediata; dicha fórmula es aa a 
1845, dará el primer impulso a la teoría general de invariantes. 4 

A las dos nociones de la teoría de los desplazamientos e de E 
“recen en los griegos —la de movimiento y la de «simetría» de u : E 
2-— viene a sumarse una tercera en los siglos XVII y XVUI COn E a 
problema de los cambios de ejes rectangulares, que €s Eo a ; 
mente equivalente a esta teoría. Euler consagra varios ls : 3 
a este tema, preocupándose sobre todo de obtener O acio E 

paramétricas manejables para las fórmulas del cambio e na . 
conocemos el uso que había de hacerse en os a Ss 

á introduce con este motivo para n = EX: 

LO. Eo no se limita a esto, y en 1770 vislumbra el A 

general de las transformaciones ortogonales para n as o 

que para cumplir su objetivo basta introducir n(n E Y bdo 

como parámetros, y finalmente, para n = 3 y n = 4, da rep E + 

ciones racionales de las rotaciones (en función, a za : 

4 parámetros homogéneos y de 8 parámetros homogéneos igados 

por una relación), que no son otra cosa que las representaciones hr 

se obtendrán más tarde mediante la teoría de los ALIAS, y. de 

- las que no indica el origen ((108 a] (1D, t. VL pp. a, , E 
Por otra parte, Euler indica también la forma de «tra: se an 
líticamente la búsqueda de las simetrías de las figuras planas, yes 
entonces cuando se ve llevado a demostrar, en sustancia, el 
desplazamiento plano es una rotación, o una traslación, o una tras: 


metría ([108 a] (1), t. IX, pp. 197-199). La 
lleva también al estudio 


figur 


lación seguida de una si 
importancia de la Mecánica en esta Cpoca 


. 12 Es también dentro de estos trabajos cuando Gauss define la inversa Se una 
forma cuadrática ([124 a], t. X, p. 301) y obtiene la condición de positividad e en 
forma de este tipo mediante una sucesión de menores principales del deca 

- (ibid. . 305-307). o ] a 
EST Aa R no da la fórmula de la composición de rotaciones E 
por medio de estos parámetros; para 1 = 3 no la encontramos hasta una Ea pr 
Gauss (no publicada durante su vida (1124 a], t. VII, pp- 357-362) y un tra eS 
Olinde Rodrigues de 1840, que vuelve a encontrar la representación paramétric 
de Euler, más o menos olvidada en esta época. : 
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general de los desplazamientos, pero al principio solamente se con- 
sideran los desplazamientos «infinitamente pequeños» tangentes a 
los movimientos continuos: aparentemente éstos son los únicos que 
intervienen en los trabajos de Torricelli, Roberval, y Descartes sobre 
la composición de movimientos y el centro instantáneo de rotación 
para los movimientos planos (cf. pp. 241-242). Este último es defini- 
do de modo general por Juan Bernouilli; d'Alembert, en 1749, y Euler 
al año siguiente, extienden esta noción demostrando la existencia de 
un eje instantáneo de rotación para los movimientos que dejan un 
punto fijo. El teorema análogo para los desplazamientos finitos no 
es enunciado hasta 1775 por Euler [108 b], en una memoria en la que 
también descubre que el determinante de una rotación es igual ai; 
al año siguiente demuestra la existencia de un punto fijo para las 
semejanzas planas ([108 a] (1), t. XXVI, pp. 276-285). Pero habrá 
que esperar hasta los trabajos de Chasles, posteriores a 1830 [60 a], 
para poder disponer de una teoría coherente de los desplazamientos 
finitos e infinitamente pequeños. 


De este modo, llegamos a lo que puede llamarse la edad de oro 
de la geometría, que puede considerarse grosso modo comprendida 
entre las fechas de publicación de la Géométrie descriptive (Geometría 
descriptiva) de Monge (1795) [225] y del «programa de Erlangen» 
de F. Klein (1872) ([182], t. L, pp. 460-497). Los progresos fundamen- 
tales que debemos a esta repentina renovación de la geometría son 
los siguientes: 

A) La noción de elemento del infinito. (punto, recta o plano), 
introducida por Desargues en el siglo xvu [84], pero que solo apa- 
rece en el siglo xvi como un abuso de lenguaje, es rehabilitada y 
empleada sistemáticamente por Poncelet [252] que convierte de este 
modo el espacio proyectivo en el marco general de todos los fenómenos 
geométricos. 

B) Al mismo tiempo se lleva a cabo, por medio de Monge, y sobre 
todo de Poncelet, el paso a la Geometría. proyectiva compleja. La 
noción de punto imaginario, que se había utilizado esporádicamente 
a lo largo del siglo xvin, es explotada aquí (junto con la de púnto del 
infinito) para obtener enunciados independientes de los «casos de 
figura» de la geometría afín real. Si bien las primeras justificaciones 
alegadas en apoyo de estas innovaciones son un tanto torpes (por 
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parte, sobre todo, de los partidarios de la escuela de paa 3 
tética», donde el empleo de coordenadas llega a ser considera 
como una deshonra), no podemos por menos de dejar de reconocer, 
bajo el nombre de «principio de las relaciones mare cimacil ds 
Monge, o del «principio de continuidad», de Poncelet, - pa 
aparición de la idea de «especialización» de la geometría alge | 
14 
A los primeros resultados consecuencia de estas Pcia 
nes es la observación de que, en el espacio proyectivo complejo, to pe: E 
las cónicas (resp. cuádricas) no degeneradas son de la Co me E 
leza, lo que lleva a Poncelet al descubrimiento de los e pl 
«isótropos»: «Varios circulos situados arbitrariamente en un p lr 
—dice— «no son totalmente independientes entre si, como se poaria 
creer de momento, sino que tienen idealmente dos puntos o 
comunes en el infinito» ([2521, t. 1, p. 48). Más adelante intro = 
incluso, la «umbilical», cónica imaginaria en el infinito ad at a | 
las esferas ([252], t. 1, p. 370); y si bien no menciona A e : 
las generatrices isótropas de la esfera, al menos señala explíci rte: 
la existencia de generatrices rectilíneas, reales o imaginarias, Para: 
todas las cuádricas (ibid. p. 371)**, nociones de las que sus Pe 
dores (sobre todo Pliicker y Chasles), harán todavía qe ms que él, 
en particular en el estudio de las propiedades «focales» e las o 
A S O 
p O Ucipoo de transformación puntual y de composición: 
de transformaciones son también formuladas de modo general eintro 
ducidas sistemáticamente como medios de demostración. Aparte 
de los desplazamientos y de las proyecciones, solamente la pe 
hasta entonces algunas transformaciones _particulares: a gunas. 
transformaciones proyectivas planas, del tipo x A AR ss di 
empleadas por La Hire y Newton, la «afinidad» x' = ax, y' = y 


- 14 Estos «principios» se justifican desde luego (como ya había iS Po: 
mediante la aplicación del principio de prolongación de las identi ades alge ele a 
debido al hecho de que las geometrías «sintéticas» solamente consideran propi a 
que se traduzcan analíticamente en identidades de esta naturaleza. Si E 

15 La primera mención de las generatrices rectilíneas de las cuá pa an 
deberse a Wren (1669), que señala que el hiperboloide de revolución E uná mr : 
puede ser engendrado por la rotación de una recta alrededor de un eje epa 7 
en el mismo plano, pero su estudio solamente fue desarrollado por Monge y su | 
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de Clairaut y Euler ([708 a] (1), t. 1X, cap. XVIIL), y, por último, 
algunas transformaciones cuadráticas particulares, en Maclaurin, 
Braikenridge, y también en Newton. Monge, en su Géométrie des- 
criptive, muestra el uso que puede hacerse de las proyecciones planas 
en la geometría de tres dimensiones. En Poncelet, uno de los proce- 
dimientos sistemáticos de demostración, empleado hasta la saciedad, 
consiste en reducir mediante una proyección las propiedades de las 
cónicas a las de la circunferencia (método que había sido empleado 
ocasionalmente por Desargues y Pascal); y para poder pasar incluso 
de una cuádrica a una esfera, inventa el primer ejemplo de transfor- 
mación proyectiva en el espacio, la «homología» ([252], t. 1, p. 357); 
por último, es él también quién introduce los primeros ejemplos de 
transformaciones birracionales de una curva en sí misma. En 1827, 
Móbius ([223], t. I, p. 217) e independientemente Chasles, en 1830 
([60 b], p. 695), definen las transformaciones lineales proyectivas 
más generales. En esta misma época aparecen la inversión y otros 
tipos de transformaciones cuadráticas, cuyo estudio va a ser inaugu- 
rado por la teoría de las transformaciones birracionales, que se des- 
arrollará en la segunda mitad del siglo xIx. 
D) La noción de dualidad aparece con toda claridad, y se la pone 
en relación conscientemente con la teoría de las formas bilineales. 
La teoría de los polos y polares respecto de las cónicas, que después 
de Apolonio solo había hecho algunos progresos por medio de 
-Desargues y La Hire, es extendida a las cuádricas por Monge que, 
al igual que sus discípulos, se da cuenta de la posibilidad de convertir 
por este método teoremas conocidos en resultados nuevos**. Pero 
es, también, a Poncelet a quién corresponde el mérito de haber con- 
vertido estas observaciones en un método general en su teoría de las 
transformaciones «por polares recíprocas», y de haber hecho de ellas 
una herramienta de descubrimiento especialmente eficaz. Un poco 
después, sobre todo con Gergonne, Pliicker, Móbius y Chasles, la 
noción de dualidad va separándose de las formas cuadráticas, a las 
que todavía estaba muy ligada en Poncelet. En particular Móbius, 
al considerar las distintas posibilidades de dualidad en el espacio 
de dimensión 3 (dualidad definida por una forma bilineal), descubre, 


16 El más conocido es el teorema de Brianchon (1810), transformado por dualidad 
del teorema de Pascal. : 
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en 1833, la dualidad respecto a una forma bilineal alternada ([223], 
t. 1, pp. 489-515)*”, estudiada sobre todo en el siglo XIX bajo la forma 
de la teoría de los «complejos lineales» y desarrollada en relación 
con la «geometría de las rectas» y las «coordenadas pliickerianas» 
introducidas por Cayley, Grassmann y Pliicker, alrededor de 1860. 

E) Desde los comienzos de la Geometría proyectiva, el estudio 
intensivo de las propiedades de la geometría clásica en relación con 


el espacio proyectivo había llevado rápidamente a su división en 
«propiedades proyectivas» y «propiedades métricas»; y, sin duda, 
no hay ninguna exageración en ver en esta separación una de las .. 
manifestaciones más claras, en esta época, de lo que había de conver- 
tirse en la noción moderna de estructura. Pero Poncelet, que es el... 
primero en introducir esta distinción y esta terminología, es ya cons- 


ciente de lo que relaciona los dos tipos de propiedades, y, al abordar 
en su Traité (Tratado) los problemas referentes a los ángulos, cuyas 
propiedades «no parecen estar incluidas entre las que nosotros lla- 
mamos proyectivas..., sin embargo, se obtienen de una forma tan sen 


cilla» —dice— «de los principios que forman la base [de esta obra]..:,: 
que no creo que ninguna otra teoría geométrica pueda llevar a ella de | 
forma más directa y más simple a la vez. No hay ninguna razón para: 
asombrarse si se considera que las propiedades proyectivas de las: 
figuras son necesariamente las más generales que pueden poseer, . 


de tal modo que deben comprender, como simples corolarios, todas las 


demás propiedades o relaciones particulares de la extensión» (12527, 
t L p. 248). Hay que reconocer que después de esta declaración se: 


experimenta una cierta sorpresa al verle abordar las cuestiones rela: 


tivas a los ángulos de un modo bastante retorcido, poniéndolos en 


relación con las propiedades focales de las cónicas, en vez de hacer 


aparecer directamente los puntos cíclicos; de hecho, hay que esperar. 
30 años para que Laguerre (todavía alumno de la Escuela Politécnica). 
dé la expresión del ángulo de rectas mediante la razón doble de estas. 
rectas y las rectas isótropas que pasan por el mismo punto (1 
t. IL p. 13). Finalmente, con Cayley ([58], t. IL, pp. 561-592) aparece: El 
claramente la idea fundamental de que las propiedades «métricas». | 
de una figura plana no son otra cosa que las propiedades «proyectivas»: 


17 En 1823, Giorgini había encontrado ya la polaridad respecto a una forma 


alternada a propósito de un problema de Estática [128]. 
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de la figura obtenida al añadirle los puntos cíclicos, lo que constituye 
un paso decisivo hacia el «programa de Erlangen». 

F) La geometría no euclidea hiperbólica, que surge hacia 1830, 
permanece al principio apartada del movimiento cuyas líneas princi- 
pales. estamos trazando. Motivada por preocupaciones de orden 
esencialmente lógico relativas a los fundamentos de la geometría 
clásica, esta nueva geometría es presentada por sus inventores** en 
la misma forma axiomática y «sintética» que la geometría de Euclides, 
y sin relación con la Geometría proyectiva (cuya introducción, 
siguiendo el modelo clásico, parecía incluso excluida a priori, puesto 
que la noción de paralela única desaparece en dicha geometría); 
a esto es debido, sin duda, el hecho de que no atraiga mucho la Alen 
ción de las escuelas francesa, alemana e inglesa de Geometría pro- 
yectiva. También, cuando Cayley, en la memoria fundamental antes 
citada (158 ], t. IE, pp. 561-592) tiene la idea de remplazar los puntos 
cíclicos (considerados como cónica «degenerada tangencialmente») 
por una cónica cualquiera (que denomina «absoluto»), no piensa 
en modo alguno, en relacionar esta idea con la geometría de Lobat- 
schevski-Bolyai, aunque señale de qué manera su concepción con- 
duce a nuevas expresiones para la «distancia» entre dos puntos, y 
aunque mencione sus relaciones con la Geometría esférica. La situa- 
ción cambia hacia 1870, cuando las geometrías no euclideas, después 
de la difusión de las obras de Lobatschevski, de la publicación de las 
obras de Gauss, y de la lección inaugural de Riemann, habían alcan- | 
zado el primer plano de la actualidad matemática. Siguiendo el 
camino abierto por Riemann, Beltrami, sin conocer los trabajos de 
Cayley, vuelve a encontrar, en 1868, las expresiones de la distancia 
halladas por este último, pero en un contexto completamente dife- 
rente, considerando el interior de un círculo como una imagen de una 
superficie de curvatura constante, en la que las geodésicas vendrían 
representadas por las rectas [18 a]; Klein, dos años después, realiza 
(independientemente de Beltrami) la síntesis de estos distintos puntos 


18 Se sabe que Gauss, en 1816, estaba convencido de la imposibilidad de demostrar 
el postulado de Euclides, y de la posibilidad lógica de desarrollar una geometría en 
la que este postulado no se verificase. Pero no publicó sus resultados sobre esta cues. 
tión, y éstos fueron redescubiertos independientemente por Lobatschevski en 1829 
y por Bolyai en 1832, Para más detalles, véase [105 a y b]. 
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(1182], t. 1, pp. 460-497), donde preconiza el cese de las querellas 
estériles entre la tendencia «sintética» y la «analítica», Si, dice, la 
acusación hecha a esta última de atribuir un papel privilegiado An 
sistema arbitrario de ejes «estaba de sobra justificada en lo referente 
a la forma defectuosa en que se empleaba en otro tiempo el método 
de las coordenadas, carece de todo sentido cuando se trata de una 
aplicación racional de este método... El dominio de la intuición espa- 
cial no le está vedado al método analítico...», y subraya que «no 
puede subestimarse el avance que supone un formalismo apropiado 
para los trabajos posteriores, en tanto que se adelanta, por así decirlo 

al pensamiento» (loc. cit., pp. 488-490). | 
De este modo llegamos a una clasificación racional y «estruc- 
tural» de los teoremas de la «geometría» según el grupo del cual 
proceden: grupo lineal para la geometría proyectiva, grupo ortogonal 
para las cuestiones métricas, grupo simpléctico para la geometría 
del «complejo lineal». Pero bajo esta implacable claridad, la geome- 
tría clásica —excepción hecha de la geometría algebraica y de la 
geometría diferencial”*, ya constituidas como ciencias autónomas— 
se marchita repentinamente y pierde todo su brillo. Ya la generali- 
zación de los métodos basados en el empleo de las transformaciones 
había mecanizado algo la formación de nuevos teoremas: «Hoy día 
ice Chasles en 1837 en su Apercu historique (Perspectiva histó- 
rica)— todo el mundo puede presentarse, tomar una verdad conocida 
cualquiera, y someterla a los distintos principios generales de transfor- 

mación, obteniendo a partir de ella otras verdades diferentes o más 

generales, y éstas a su vez serán susceptibles de parecidas operaciones 

de tal modo que se podrá multiplicar, casi hasta el infinito, el nimero 

de las nuevas verdades deducidas de la primera... Así pues todo el que 

quiera puede, en el estado actual de la ciencia, generalizar y crear en 

Geometría, ya no es indispensable el genio para añadir una piedra 


de vista, que completa con el descubrimiento del espacio no euclí- 
deo elíptico ([182], t. L, pp. 254-305)??. e a 
- G) En la segunda mitad de la época que estamos considerando 
tiene lugar un periodo de reflexión crítica, durante el cual los parti- 
darios de la geometría «sintética», no contentos con haber expulsado 
las coordenadas de sus demostraciones, pretenden prescindir de los 
números reales incluso en los axiomas de la geometría. El princi- 
pal representante de esta escuela es von Staudt, que consiguió reali- 
zar en lo esencial esta proeza [325], muy admirada en su tiempo 
e incluso bien avanzado el siglo XxX, y si bien hoy día no se concede 
la misma importancia a las ideas de este orden, cuyas posibilidades 
de aplicación fructifera han resultado ser muy escasas, hay, sin 
embargo, que reconocer que los esfuerzos de von Staudt y de sus 
discípulos han contribuido a aclarar las ideas relativas al papel de los 
«escalares» reales o complejos dentro de la geometría clásica, y a 
introducir de esta forma la concepción moderna de las geometrías 
sobre un cuerpo de base arbitrario. dE 
Hacia 1860, la geometria «sintética» se halla en su apogeo, pero Be 
el fin de su reinado se aproxima con rapidez. Pesada y falta de ele- 
gancia a lo largo de todo el siglo XVII, la Geometría analítica, con 
Lame, Bobillier, Cauchy, Pliicker y Móúbius, adquiere por fin la: 
elegancia y la concisión que le permitirán luchar en igualdad de con- 
diciones con su rival. Á partir, sobre todo, de 1850, aproximada- 
mente, las ideas de grupo y de invariante, formuladas finalmente de 
un modo preciso, van ocupando poco a poco la escena, y se pone... 
de manifiesto que los teoremas de la geometría clásica. no son otra * E 
cosa que la expresión de relaciones idénticas entre invariantes. 0. 
covariantes del grupo de las semejanzas”, del mismo modo que los: | 
de la Geometría proyectiva expresan las identidades (o «syzygies») 
entre covariantes del grupo proyectivo. Esta es la tesis que F. Klein: * a 
expone magistralmente en su célebre «programa de Erlangen». 


ea No vamos a hacer aquí la historia de estas dos disciplinas ni a examinar en 
detalle la influencia del «programa de Erlangen» sobre su desarrollo posterior. Señ 

laremos únicamente que la geometría algebraica, después de más de cien años de 
actividad,.es hoy más estudiada que nunca: en lo que a la geometría diferencial al 
refiere, después de un brillante florecimiento con Lie, Darboux y sus disci po 
parecía amenazada por la misma esclerosis que la geometría elemental clásica a : 
los trabajos contemporáneos (originados sobre todo en las ideas de E Cartan) na 
los espacios fibrados y los problemas «globales» le han devuelto toda su vitalidad 


19 El ejemplo de la geometría esférica habia hecho creer durante cierto tiempo. 
que en un espacio de curvatura constante positiva existen siempre pares de puntos 
por los que pasa más de una geodésica. . is 

20 Por ejemplo, los primeros miembros de las ecuaciones de las tres alturas de:: 
un triángulo son covariantes de los tres vértices del triángulo para el grupo de las 335: 
semejanzas, y el teorema que afirma que estas tres alturas tienen un punto común: 
equivale a decir que los tres covariantes en cuestión son linealmente dependientes. 
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riantes?*, Todo lo referente a la noción de rango de una forma 
bilineal y a las relaciones entre estas formas y las transformaciones 
lineales es aclarado definitivamente por los trabajos de Frobenius 
([119], t. L, pp. 343-405). Se debe también a Frobenius la expresión 
canónica de una forma alternada sobre un Z-módulo libre (11191, 
t. 1, pp. 482-544); sin embargo, los determinantes hemisimétricos ya 
habían aparecido en Pfaff, a principios de siglo, a próposito de la 
reducción de las formas diferenciales a una forma normal; Jacobi, 
que vuelve a plantearse este problema en 1827 ([177], t. IV, pp. 17-29) 
sabe que un determinante hemisimétrico de orden impar es nulo, y 
es él quien forma la expresión del pfaffiano y demuestra que se trata 


al edificio» ([60 b], pp. 268-269). Pero la situación se aclara todavía 
más con los progresos de la teoría de los invariantes, que consigue 
por fin (al menos para los grupos «clásicos») la formulación de . 
métodos generales que permiten (en principio) escribir todos los 
covariantes algebraicos y todos sus «syzygies» de modo puramente 
automático; victoria que, simultáneamente, supone la muerte, como . | 
campo de investigación, de la misma teoría clásica de los invariantes, 

y de la geometría «elemental»??, que se había convertido práctica- 
mente en un diccionario de ella. Sin duda, no hay nada que permita 
predecir a priori, entre los infinitos «teoremas» que pueden obtenerse — 
a voluntad de este modo, cuales serán aquellos cuyo enunciado, 
en un lenguaje geométrico apropiado, tendrá una elegancia y una 
simplicidad comparable a las de los resultados clásicos, y éste con- : 
tinúa siendo un dominio restringido en el que siguen ejercitándose 
felizmente numerosos aficionados (geometría del triángulo, geome- 

tría del tetraedro, de las curvas y superficies algebraicas de grado . | 
pequeño, etc.). Pero para el matemático profesional la mina está... 
agotada, puesto que ya no hay problemas de estructura, susceptibles - 
de tener repercusiones sobre otras ramas de las matemáticas, y este 
capítulo de la teoría de los grupos y de los invariantes puede consi-. | 
derarse cerrado hasta nueva orden??, " 


se dio cuenta de que este último es el cuadrado del pfaffiano; este 
punto no fue establecido hasta 1849 por Cayley ([58], t. 1, pp. 410- 
413). La noción de forma bilineal simétrica asociada a una forma 
cuadrática es el caso más elemental del proceso de -«polarización», 
una de las herramientas fundamentales de la teoría de los invariantes. 
Con el nombre de «producto escalar», esta noción tendrá un enorme 
éxito, primero con los vulgarizadores del «cálculo vectorial», y, des- 
pués, a partir del siglo xx, gracias a la generalización inesperada 
aportada por los espacios de Hilbert (véase p. 292). También es esta 
última teoría la encargada de poner en evidencia la noción de adjunto 
de un operador (que hasta entonces solo había aparecido en la teoría 
de las ecuaciones diferenciales lineales, y, en el cálculo tensorial, en el 
baile de índices covariantes y contravariantes dirigidos por la batuta 
del tensor métrico); también es esta teoría la que dará toda su impor- 
tancia a la noción de forma hermítica, introducida en primer lugar 
por Hermite en el curso de trabajos aritméticos (1259], t. L p. 237), 
pero que había quedado un poco al margen de las grandes corrientes 
matemáticas hasta 1925 y la aplicación de los espacios de Hilbert 
complejos a las teorías cuánticas. 

El estudio del grupo ortogonal y del grupo de las semejanzas 
—Claramente concebidas y tratadas como tales desde mediados del 
siglo XIX, y convertidas en el centro de la teoría de las formas cuadrá- 


De este modo, después del programa de Erlangen, las geometrías. [ 
euclídeas y no euclídeas, desde el punto de vista puramente alge- : 
braico, se han convertido en simples lenguajes, más o menos có- 
modos, para expresar los resultados de la teoría de las formas bili-.. 
neales, cuyos progresos van a la par con los de la teoría de los inva- 


22 Esta palabra se toma aquí en el sentido de Klein, precisado en la página 186; | 
algunos matemáticos la emplean en un sentido mucho más amplio, abarcando: E 
todos los problemas matemáticos que pueden presentarse a propósito dei plano o... $ 
del espacio de tres dimensiones, incluyendo problemas complicados relativos a la. 
teoría de los conjuntos convexos, a la topología y a la teoría de la medida. Por su-. 
puesro, aquí no nos referimos a tales problemas. : e 

23 Desde luego, esta inevitable decadencia de la geometría (euclídea o proyectiva).'... 
que es evidente a nuestros ojos, pasó desapercibida durante mucho tiempo a los: 
contemporáneos, y hasta 1900 esta disciplina siguió siendo en apariencia una rama: 
importante de las matemáticas, como testimonia por ejemplo el lugar que ocupa: 
en la Enzyklopádie (Enciclopedia); y hasta estos últimos años ocupaba. todavía este :: 
lugar en la enseñanza universitaria. E 


24 : o E 

En particular, el interés atribuido a la geometría no euclídea no proviene de 
este aspecto algebraico banal, sino más bien de sus relaciones con la geometría dife- 
rencial y la teoría de funciones de variables complejas. 


de un factor del determinante hemisimétrico de orden par, pero no. 
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estudios axiomáticos de finales del siglo xix sobre los fundamentos 
de la geometría [163 c]. A lo largo de estos trabajos, Hilbert y sus 
competidores, sobre todo, al examinar las relaciones entre los dis- 
tintos axiomas fueron llevados a construir contraejemplos adecuados 
en los que el «cuerpo de base» (conmutativo o no) poseía propiedades 
más o menos patológicas, acostumbrando de esta forma a los mate- 
máticos a «geometrías» de un tipo completamente nuevo. Desde 
el punto de vista analítico, ya Galois había considerado transforma- 
ciones lineales en las que los coeficientes y las variables tomaban 
valores en un cuerpo primo finito ([123], p. 145), al desarrollar estas 
idcas, Jordan se ve llevado de modo natural a considerar los grupos 
el sICOS sobre estos cuerpos [174 a], grupos que intervienen en 
dwtintos dominios de las matemáticas. Dickson, hacia 1900, ex- 
tiende los trabajos de Jordan a todos los cuerpos finitos, y más re- 
cientemente se ha observado que una gran parte de la teoría de 
Jordan-Dickson se extiende al caso de un «cuerpo de base» cual- 
quiera; esto se debe esencialmente a las propiedades generales de 
los vectores isótropos y al teorema de Witt, que, resultando triviales 
en los casos clásicos, no son establecidos para un cuerpo de base 
arbitrario hasta 1936 [337 a]2, 

Pero, a la vez que se llevaba de este modo hacia una «abstracción» 
cada vez.mayor el estudio de las formas sesquilineales, sg'ha revelado 
extraordinariamente sugestivo conservar sin modificaciones la ter- 
minología, que, en el caso de los espacios de dimensión 2 y 3, pro- 
cedía de la geometría clásica, y extenderla al caso de dimensión n 
e Incluso al de dimensión infinita. Superada en tanto que ciehcia 
viva y autónoma, la geometría clásica se ha convertido de este modo 
en un lenguaje universal de la matemática contemporánea, dotado 
de una flexibilidad y comodidad incomparables. 


ticas— así como el de los otros grupos «clásicos» (grupo lineal, 
grupo simpléctico, y grupo unitario) toma por otra parte una impor= | 
tancia cada vez mayor. No podemos dejar de señalar aquí el papel E 
fundamental desempeñado por estos grupos en la teoría de los  [ 
grupos de Lie y la geometría diferencial, por una parte, y en la teoría 
aritmética de las formas cuadráticas (ver por ejemplo [285] y 104) * 
por otra?*; a esta circunstancia, así como a la extensión del concepto Le 
de dualidad a las cuestiones más diversas, es debido el hecho de 
que no haya apenas ninguna teoría matemática moderna en la que :. 
las formas bilineales no aparezcan de un modo u otro, Debemos E 
en todo caso señalar que fue el estudio del grupo de las rotaciones E 
(en tres dimensiones) lo que llevó a Hamilton al descubrimiento. z 
de los cuaterniones [145 a], este descubrimiento es generalizado por. 
Clifford en 1876, introduciendo las álgebras que llevan su nombre, 
y demostrando que se trata de productos tensoriales de álgebra de. 
cuaterniones, o de álgebras de cuaterniones y de una extensión: de 
cuadrática ([65], pp. 266-276). Vueltas a descubrir cuatro años E 
después por Lipschitz [205.b], que las emplea para dar una repre- 
sentación paramétrica de las transformaciones ortogonales paran. | 
variables (generalizando las obtenidas por Cayley para n = 3 ([58], 
t. 1, pp. 123-126) y n = 4 (t. IL, pp. 202-215) mediante la teoría: 
de los cuaterniones), estas álgebras, y la noción de «spinor», que 
se deriva de ellas ([52 b] y [62 a]) conocerían un gran auge en la 
época moderna debido a su utilización en las teorías cuánticas. 
Nos falta por último decir unas palabras acerca de la evolución 
de las ideas que ha llevado al abandono casi total de cualquier 
restricción relativa al anillo de escalares en la teoría de las formas 
sesquilineales, tendencia que es común a toda el álgebra moderna, 
pero que quizá se manifiesta en este campo antes que en otros. Ya. 
hemos señalado lo fructífero de la introducción de la geometria | 
sobre el cuerpo de los números complejos (que, por otra parte, 
durante todo el siglo xIX, fue acompañada de una confusión perma- 
nente, y a veces peligrosa, entre esta geometría y la geometría real); 
la claridad sobre este punto es aportada fundamentalmente por los 


25 Sin hablar de las teorías cuánticas, en las que son muy utilizadas las represen- 
taciones lineales de los grupos ortogonales, ni de la teoría de la relatividad, que llamo: 
la atención sobre el «grupo de Lorentz» (grupo ortogonal para una forma de sigs 
natura (3, 1)). 5 o 


25 Para más detalles sobre estas cuestiones, véase [90 b]. 
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y de los matemáticos frances 

y de los. es) la n ió ¡ 

ES (1124 al 1 pp. o áli Sad 
Tadajos sobre las funciones algebraicas y sus integrales por 


«Las nociones de límite y de continuidad se remontan a la anti- 
gúedad, sería imposible hacer una historia completa de ellas sin 
estudiar sistemáticamente desde este punto de vista, no solamente los 
matemáticos, sino también los filósofos griegos, especialmente Aris. 
tóteles, ni tampoco sin seguir la evolución de estas ideas a lo largo. 
de las matemáticas del Renacimiento y los comienzos del cálcul 
diferencial e integral. Dicho estudio, que resultaría sin duda algun 
interesante, excedería con mucho los límites de esta nota. : 


Riemann debe ser considerado como el creador de la topologí 
mática moderna: él es, en 


espacio topológico, conci 
la idea de una teoría autónoma de estos espacios, define algun 
que debían desempeñar un 
O posterior de la topología, 
iones de la topología al análisis 


Bourbaki. 7 
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«...La noción general de magnitud extendida varias veces!, que .. 
de magnitud espacial, ha permanecido 


contiene como caso particular la 
totalmente inexplorada...» (p. 272). 
«...La noción de magnitud supone 
diferentes determinaciones. Según sea: pos 
minación a otra por medio de transiciones continua 
ciones formarán una mult 
puntos) o una multiplicidad discreta» (p. 273). 
«...La medida consiste en una superpos 


omparar; para medir resulta: pues necesario un medio + 


que se han de c 
de llevar una magnit 
se pueden comparar dos 
Los estudios que se pue: 
tuyen una parte de la teoría de magnit 
y donde no se consid 
independiente de su posición, 
unidad de medida, sino como 
estudios se han hecho necesarios en varias par 
particularmente en la teoría de las 
«...La determinación de la pos 
dada se reduce así, siempre que 
determinaciones numéricas. Es cierto que 
_que la determinación de la posición. 
sino una sucesión infinita o bien una 
minaciones de magnitudes. Tales mu 
ejemplo por las determinad 
dado, las posiciones de una 
Puede observarse, en esta última frase, 
estudio de los espacios funcionales; p 
se encuentra expresada ya en la Disertación 
dice a propósito del pr 
de principio de 
dominio conexo, 
aunque en forma imperfecta, 
daría más tarde Hilbert del pr 


figura en el espacio, etc.» (p. 276). 


1 Riemann entiende por tal, como lo muestr 
espacio topológico de un número cualquiera de dimensiones. 


un elemento susceptible de. *| 
ible o no pasar de una deter- E 
s, estas determina- - | 


iplicidad continua (y diremos que son Sus > 


ición de las magnitudes*. 


ud sobre otra. Careciendo de este medio, solamente .. 
magnitudes si una de ellas es parte de la otra... 
den hacer entonces sobre esta cuestión consti- 
udes, independiente de la medida, me 
era que las magnitudes tengan una existencia e 
ni como expresables por medio de una 
las partes de una multiplicidad. Tales: 
tes de las matemáticas, 
funciones multiformes...» (p. 274): 
ición dentro de una multiplicidad 
sea posible, a un número finito de 
hay multiplicidades en las. | 
exige, no ya un número finito, 
multiplicidad continua de deter. 
Itiplicidades están formadas por: F 
iones posibles de una función en un.dominio 


la primera idea de un | 
or otra parte, la misma idea. 
de Riemann; cuando 
oblema de mínimo conocido con el nombre 
Dirichlet, «El conjunto de estas funciones forma un. 


cerrado en si» ([259 a], p. 30), que constituye, 
el germen de la demostración que. 


incipio de Dirichlet, e incluso de la. 


a la continuación, una parte de ua 
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mayor parte d icaci 1 
FE A E las aplicaciones de pes espacios funcionales al cálculo 
e E ra e Riemann comenzó a llevar a cabo este 
Lo (E so, definiendo los «números de Betti» de una 
aa ee pp. 92-93) en primer lugar, y después de una 
e eq cualquiera (ibíd., pp. 479-482: cf. también 
E e o esta definición a la teoría de las integrales 
matemáticas cuyo OSI no RORES E E 
cia desde principios del siglo o e a bl 
Pr | vamos a hablar 
E ¡ | 
le E ese EL a pa a la teoría general de los espacios topológicos 
a A o vislumbrada por Riemann, necesitaba para 
rai Se : as teorías de los números reales, de los conjuntos 
a os Os conjuntos de puntos sobre la recta, el plano, y 
poa dl he o de una forma mucho más sistemática 
Pra eN E O hasta la época de Riemann. Por otra parte 
o o ro taa 
End medias en Bolzano, - 
ca memáis en Det y nos repr dee 
-oría : a que el mismo. Ri 
a OS aportaciones con su definición de la ral 
a os ein y que fue objeto, entre otros 
ri A Bois-Reymond, Dini, y Weierstrass). Esta 
peca e : segunda mitad del siglo xIx, y muy especial- 
Ae a ue el primero en definir (primeramente en la 
ea el espacio de n dimensiones) las nociones de 
obtuvo los a od 
ee e la estructur 
E ZA, da cada (cf. p. 213). Además de las a 
leo 
encontrará, expresada. con toda e os Ene e EN 
hor a considerado como ca ci ció 
e Sd a pa de la teoría son expuestos, por ejemplo 
DA AT si y a medias sistemática, en el libro de 
prado , €l más importante de ellos es sin duda el teorema 
ebesgue (demostrado en primer lugar por Borel para un 


Elementos de historia de las matemáticas Espacios ce al 
ológicos. 0 : 
dimensiones ( e | E 
espacio que tambié 
por esta razón ) que también escapa a la «intuició 
dE ea nO objeto durante largo pode: que, 
3 chos. emáticos). E : escon- 
trabajos de H . En particular, 1 
E ¡e Prada sobre las ecuaciones e res oy 
0 osa y | Schmidt [274 b] ión y el estudio del espacio de Hilbert ] cuimi- 
ré, Klein, Mittag=- ea , en completa analogía por Erhard 
etc.J; EN paria e p. 291). gía con la geometría euclídea 
21 Me Sin emba: se ; 
cción Borel aa RA la noción de teoría axiomática había ¡ 
A ncia cada vez mayor, gracias sobre to En e tomando 
o.a los nume- 
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o cerrado de la recta y una familia numerable de intervalos * 


abiertos que lo recubren). 
Las ideas de Cantor habían tropezado al pI 
oposición bastante fuerte (cf. p. 48). Al meno 
los conjuntos de puntos sobre la recta y € 
utilizada y Se extendió ampliamente 


alemana de la teoría (Jordan, Poinca 
Hadamard, Borel, Baire, Lebesgue, 


interval 


Leffler, y después 
ticular, cada uno de los primeros volúmenes de la cole 
contiene una exposición elemental de esta teoría (véase por ejem- _ ross Irabájos sob 
plo [32 a)). A medida que estas ideas se van extendiendo, empieza a cuales los de eS ds fundamentos de la geometría 
pensarse en su posible aplicación a conjuntos, no ya de puntos, Sino: o . 3 cl, ejercieron una influencia es ES los 
de curvas O de funciones, idea ue ce por a lévado a dar de % pos MUS trabajos, Hilbert o 
ímite de una varieda: definició e e, en 1902 ([163 c E visto 
en el ado: E E aia Eee 
¡ Os i 
e Riemann, definición que constituía o a 
, según decía, 


en el título «Sobre las curvas 
de una memoria de Ascoli [101 y 
10] . 
de un tratamiento axiomático riguroso del análi 
nálisis 


cación de Hadamard al congreso 
1896 [1411. Estrechamente relacionada con lo ante : situs», y empleaba ya los ent 
troducción de las llamadas «funcions de líne a a las exigencias del proble ornos (en un sentido restringido debid 
1887, y a la creación del os Asta al», O Los primeros intentos pa de Hilbert) 
cuyo argumento €5 otra función (puede consul las po de coito pza lo que hay de común eb 

vención de E y puntos y de funci No 

la noción de distancia) fueron o Ela 
réchet 


Volterra sobre el Análisis funcional [32 ; 
(1163 a], t. UL pp. 10-37) en que Hilbert, enlazado | [115a] y F. Ri 
; el: | y F. Riesz [260 b] , 
ba la existencia. de 1 , pero el prim 
: ímite numerable, no consiguió ec de de la noción 
ir para espacios 


que se mani 


tarse la 


célebre memoria 

en este punto-con las ideas de Riemann, demostra 
del mínimo en el principio de Dirichlet, € inauguraba el «método no metrizables un si 
directo» del cálculo de variaciones, aparecía claramente el interés | no obstante el par ii de axiomas cómodo y fecundo. Ra : 
de considerar conjuntos de funciones en los que pueda aplicarse-eL | Y el teorema de Bor HL entre el principio de Bolo W a 
principio de Bolzano-Weierstrass, es decir, aquellos en los que toda. la palabra o -Lebesgue, y en relación con esto a 
sucesión contiene Una sucesión parcial convergente. Efectivamente, | diferente del que tien A , aunque empleándola en un se AS 
conjuntos de este tipo deberían desempeñar enseguida un” papel. de la noción de nt a En lo que se refiere a F, Riesz a: o 
“importante, NO solo en el cálculo de. variaciones, sino también: el ser lo mismo, de eres > acumulación (o más bien, lo des se LINA 
(Ascoli, Arzela) y en lá. Mr y no pasó o dama su teoría era pac 

on Hausdorff ([/52 a], c. 7 58 E 
, €. 7-8-9) comienza la topologí 

gía general 


nes de una variable real 
(Vital, Carathéodory, Montel): 
ecial | en el sentid 
de o que se le da hoy día. Volviendo a la noción d 
e entorno, 


funcionales, Y MUY esp 
ión que lleva su nombre | Sa : 
q loa pe a los axiomas de Hilbert par, 
, aquellos capaces de dar TEA O en 
eoría toda 


la teoría de funcio 
de funciones de variable compleja 


Por último, el estudio de las ecuaciones 


mente la resolución pot Fredholm de la ecual 
[116], sentó el hábito de considerar una función como ul argumento, 
y un conjunto de funciones como análogo a un conjunto de puntos la precisión y toda la generali 
al resulta tan natural el uso de un lenguaje geormí desarrolla sus o a da El capítulo en el q 
uclideo de 1] AXlomática quedado como eS 
E , abstracta pero de antemano ds: eN Dona 
as aplicaciones 


a propósito del cu 
trico como 4 propósito de los puntos de un espacio € 
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Este fue naturalmente el punto de partida de los pas DN 
sobre la topología general, y sobre todo de los trabajos e CS 
de Moscú, en gran parte orientados hacia el E E apa 
o El p. 226). Debemos aquí recordar sobre todo la A me 
dl Alexandroff y Urysohn de los espacios compactos dee loto 
: i después la demostración P 
de espacios «bicompactos»), y 4 oso MPRciOS: 
idad de los productos de espa 5 
[313] de la compacidac Ai H. Cartan [53], además - 
ES . 5 tros por H. Car , ade E 
Por último, la intr oducción de los 1 ones 
: ¡ toda clase de aplicaci 
aportar un precioso instrumento para a z 
page e ye ventajosamente a la noción de ON 
en el sentido de Moore-Smith» [227]), ha O o e 
teorema de los ultrafiltros, a acabar de iluminar y de si p E 


la teoría. 


Las principales nociones y proposiciones relativas a los espacios 
uniformes han ido surgiendo poco a poco a partir de la teoría de 
funciones de variables reales, y no han sido objeto de ningún estudio 
sistemático hasta una fecha reciente. Cauchy, intentando fundamentar 
rigurosamente la teoría de las series (cf. p. 212), tomó-como punto 
de partida un principio que parece haber considerado como evi- 
dente, según el cual una: condición necesaria y suficiente para la 
convergencia de una sucesión (a,) es que (a, , , — a,| sea tan pequeño 
como se quiera cuando n sea bastante grande (véase por ejemplo 
(56 al (2), t. VIL p.:267)). Junto con Bolzano [27 c], Cauchy fue 
uno de los primeros en enunciar este principio explícitamente, y 
en reconocer su importancia, de aquí el nombre de «sucesión de. 
Cauchy» dado a las sucesiones de números reales que satisfacen 
la condición citada, y, por extensión, a las sucesiones (x,,) de puntos 
en un espacio métrico tales que la distancia de x,.,, a x, sea tan pe- 
queña como se quiera cuando nx es bastante grande; de aquí por 
último el nombre de «filtro de Cauchy» dado a la generalización de 
las sucesiones de Cauchy en los espacios uniformes. : 

Cuando los matemáticos dejaron de contentarse con la defi- 
nición intuitiva de número real, y se: intentó, queriendo dar al Aná- 
lisis un fundamento sólido, definir los números reales a partir de 
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Espacios uniformes 
los números racionales, fue precisamente el principio de Cauchy A 201 
el que proporcionó la más fecunda de las definiciones propuestas 
durante la segunda mitad del siglo x1x: nos referimos a la definición 
de Cantor ([47], pp- 93-96) (desarrollada también, entre otros, y 
siguiendo las ideas de Cantor, por Heine [154 b]. y, sin duda inde- 
pendientemente, .por Méray), según la cual se hace corresponder | 
un número real a cada sucesión de Cauchy («sucesión fundamental» 
en la terminología de Cantor) de números racionales; un mismo 
número real corresponderá a dos sucesiones de Cauchy de números 
racionales (a,) y (6,) si la, — bn] tiende hacia 0, y únicamente en - | 
este caso. La idea esencial es aquí la de que el conjunto Q de los | 
números racionales es «incompleto» desde un cierto punto de vista, E 
y que el conjunto de los números reales es el conjunto «completo» - | 
que se obtiene «completando» Q. E 
Por otro lado, Heine, en sus trabajos, ampliamente inspirados 
por las ideas de Weierstrass y Cantor, es el primero en definir la. . 
continuidad uniforme para las funciones reales de una o varias. 
variables reales [154 a], y demuestra que toda función real continua... 
sobre un intervalo cerrado y acotado de R es uniformemente continua | 
en él [154 b], es-el «teorema de Heine». Este resultado está ligado. * 
a la compacidad de un intervalo cerrado y acotado en R («icorema de 
de Borel-Lebesgue», cf. p. 196), y la demostración dada por Heine 
de su teorema puede servir, con ciertas modificaciones, para demostrar: 
el teorema de Borel-Lebesgue (lo que les ha parecido a. algunos: 
autores una razón suficiente para darle el nombre de «teorema de: 
Heine-Borel»). a : ; o: 
La extensión de estas ideas a espacios más generales se realizó: 

al estudiarse, primeramente en casos particulares, y después en 
general, los espacios métricos en los que una. distancia (función 
numérica de los pares de puntos verificando ciertos axiomas) dada: 
define a la vez una topología y una estructura uniforme. Fréchet, 
que fue el: primero en dar la definición general de estos espacios, 
reconoció la importancia del principio de Cauchy [115 a], e intro- 
dujo también para los: espacios métricos la noción de espacio pre». 
compacto (o «totalmente acotado» [115 a y b)).. Hausdorff que 
desarrolló en su «Mengenlehre» (Teoría de conjuntos) [152 a y b]. 
una gran parte de la teoría de los espacios métricos, reconoció que. . 
la construcción de Cantor antes mencionada puede aplicarse a estos: a 


espaci ¡ 
en co a pc tado espacio mts 
E a métrico oe. a 
a métricos son «espacios uniformes» de un tipo 
Pa ñ ee os uniformes no han sido definidos de un modo 
Po ea sel nte por A. Weil [330 b]. Anterior- 
oo sa utilizar las nociones y los resultados relativos 
RS li Eo cuando se trataba de espacios métricos 
de oe PE ante papel desempeñado en muchos trabajos 
en particular por lo ocio los espacios métricos o metrizables y 
MA s espacios compactos metrizables) en cuestiones 
one dela EE no era de ninguna utilidad, Una vez que se 
lots 10d ara de espacio uniforme, no hay ninguna difi- 
a estos espacios za sponiendo de la noción de filtro) en extender 
a pad la teoría de los espacios métricos, tal y 
ra de ejemplo, por Hausdorff, ni en extender de 
rásiidos pao ejemplo, a todos los espacios compactos, los 
Topología de Alexandrof. as espacios métricos compactos en la 
comtlbconds f-Hopf [4]. En particular, el teorema de 
Os espacios uniformes no es otra cosa que la tras- 


posición, sin ninguna modificació 
odificación esenci 
ia : 
Cantor de los números reales. 1, de la construcción de 
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Un punto de vista «pragmático» de este tipo vuelve a aparecer 
en todas las escuelas matemáticas en las que la habilidad en el cálculo" 
prevalece sobre el deseo de rigor y las preocupaciones teóricas. 
En la matemática griega, por el contrario, son estas últimas las que 
predominan, a ella debemos la primera teoría rigurosa y coherente 
de las razones de magnitud, es decir, esencialmente, de los números 
reales; dicha teoría es la coronación de una serie de descubrimientos 
sobre las proporciones, y en particular sobre las razones inconmensu- 
rables, cuya importancia en la historia del pensamiento griego 
nunca se subrayará bastante, pero acerca de la cual, careciendo de 
textos precisos, solamente podemos discernir con dificultad las gran- 
des líneas. En sus comienzos la matemática griega está indisoluble- 
mente ligada a una serie de especulaciones, en parte científicas, en 
parte filosóficas y místicas, sobre las proporciones, las semejanzas 
y las razones, en particular las «razones simples» (es decir, aquellas 
expresables mediante fracciones cuyo numerador y cuyo denomi- 
nador son números pequeños); una de las tendencias características 
de la escuela pitagórica fue la de pretender explicarlo todo por 
medio del número entero y de las razones de enteros. Pero fue justa- 
mente la misma escuela pitagórica la que descubrió la inconmensura- 
bilidad del lado del cuadrado respecto a su diagonal (la irraciona- 
lidad de 2N lo que sin duda constituye el primer ejemplo de una 
demostración de imposibilidad en matemáticas; el simple hecho 
de plantearse este problema supone una distinción clara entre una 
razón y sus valores aproximados, y es un dato suficiente para indicar 
la enorme distancia que separa a los matemáticos griegos de sus 
antecesores”. : 


NUMEROS REALES a 


os E a tica noción confusa de. 
ea y nitud implica una | 4 des 
medida de-una Mag a matemático, los origenes de 
y ÓS dal Desde el punto de vista matemático, 20 ei 
co de los números reales se remontan a la e A msacón capaz. 
dentro retos 0 e como se quiera. 
e a lores tan a : : Land 
io) de designar va E : este tipo. 
nus real [232]. La posesión de un DERE ES A ad: 
1 egnfanta en el cálculo numérico a la le en efecto, 
SURE como consecuencia, dan Ar pe E ene diferente. 
ss «intuiti úmero real, que EE 
ón «intuitiva» de n : n decimal) 
d Er . SEO? día aparece (unida al sistema de ro os E 
Es le nseñanza elemental, o entre los [Leo E e resarse di- 
AOSbN mo se deja definir con a e o S posibili dad de 
] etinido : 
ímero se considera : ir dichos valores 

ciendo que un nunero d 6]. y de introducir dichos 
os de él, y de ¿ NE 
A ali ente un cierto 
cono lo que, por otra parte, implica os A 
E do de confusión entre las medidas de ira de aproximación 
OE que, naturalmente, no son susceptibles ; 

e ¿As 


mo - ] supuesto de que 
- indefinida, y «números» tales como ya (en € Pp de me 

> E 
sesión de un algoritmo para la aproximacI pu 


* El descubrimiento de la irracionalidad de y/2 es atribuido por unos al mismo ' 
Pitágoras, parece que sin autoridad suficiente, y por otros n algún pitagórico del 
siglo v; se está de acuerdo, según el testimonio de Platón en su Theeteto, en atribuir 


a Teodoro de Cirene la demostración de la irracionalidad de Y3, Y5, «y así su- 


cesivamente hasta JU; después de lo cual Theeteto habría obtenido, bien una 
demostración general para me N (N = entero no cuadrado perfecto), bien en todo 
caso (si, como puede ser, la demostración de Teodoro era general en su principio) 
habria procedido a. una clasificación de ciertos tipos de irracionales. No se sabe si 
estas primeras demostraciones de irracionalidad procedían por vía aritmética o 
geométrica: véase ([148], c. 1V); cf. también [153 aj, [321] y [151]. 


estemos en po 
finida de éste). 
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JE Í ¡ 3 
e de o Sii está fundada axiomáticamente 
o tipo de magnitudes ( j 
E. aparecen alusiones a 
ES rd ua que, a lo que parece, consideraban separadamente 
ES o los tiempos, etc). Las magnitudes de la 
se caracterizan por el hech 
ASA r o de ser suscepti 
com : eptibles d 
E a decir, que se supone definida la igualdad que 3 
propiamente hablando, y 1 j : 
E , y las relaciones > 
pe ag A sumadas y restadas (está definido A + B y IN E 
pe A el axioma llamado «de Arquímedes»; este 
: e claramente desde el principi : 
les : > el principio como el pun 
o dci ad es indispensable para toda o 
omática de los números reales); | j 
a es); el nombre d Í 
medes le ha sido adjudi ' qa 
e icado de una forma 
e puramente casual, y é 
o a toria de la parábola» ([5 b], t. II, p. a 
este axioma había sido empl : 
Ss eado por su 
sores, que desempeña un a OA 
papel fundamental en los t j 
rabajos 
dd y que be consecuencias que se deducen de él no son o 
ue las determinaciones d É reali 
ol e áreas y volúmenes realizadas sin 
Es , . . Ñ 
me 2 ver que a partir de este fundamento axiomático se llega 
Pe e a la teoría de los números reales. Señalaremos 7 
eta o as magnitudes de una especie dada forman un sistema 
Mea Dedds DIO interna (la adición), pero que este sis- 
pei oa una a de composición externa' teniendo 
| las razones de magnitudes 1 
estas últimas forman ? EA A 
un grupo multiplicativo abeli l 
Me eliano. Si A ¿ 
e a SS la misma especie, y lo mismo B y B', las aa 
Mio sd eByB se definen como iguales si, cualesquiera que 
E o ym , MÁ < m'A” implica mB < m'B', y mA > 
a e , di 
e Sen Me > m'B'; de forma análoga se definen las desigual- 
a o El hecho de que estas razones formen un do- 
peradores para toda clase de magnitudes es equivalente 


Estamos mal informados acerca de la corriente de ideas que 
acompañó y siguió a este importante descubrimiento?. Nos limi- 
taremos sumariamente a señalar las principales ideas que están en 
Ja base de la teoría de las razones de magnitudes, teoría que, edificada 
por el gran matemático Eudoxio (contemporáneo y amigo de Platón), 
fue adoptada definitivamente por la matemática griega clásica, y 
“nos ha sido dada a conocer por los Elementos de Euclides [107], 
en Jos que está expuesta magistralmente (en el Libro V). : 

- 1) La palabra y la idea de número se reservan estrictamente 
para los enteros naturales > 1 (1 es la mónada, y no un número 
propiamente dicho), excluyendo, no solamente nuestros números . a 
irracionales, sino también los que nosotros llamamos números ra- 
cionales, que eran, para los matemáticos griegos de la época clásica, 
razones de números. Se trata de algo mucho más importante que 
una simple cuestión de terminología, al estar ligada para los griegos 
(y para los modernos hasta una época reciente) la palabra número E 
a la idea de sistema con dos leyes de composición (adición y multipli- 
cación). Las razones de enteros son concebidas por los matemáticos he 
griegos clásicos como operadores definidos sobre el conjunto de : 
los enteros o sobre'una parte de este conjunto (la razón de p a q El 
es el operador que hace corresponder a N, si N es múltiplo de gd, 
el entero p.(N/q)), formando un grupo multiplicativo, pero. no un : ES 
sistema con dos leyes de composición. En este punto los matemá-.... 
ticos griegos se apartan voluntariamente de los «logísticos» o calcu-. ES 
ladores profesionales que, al igual que sus antecesores egipcios: o. 
babilonios, no tenían ningún escrúpulo en considerar las fracciones. 
o las sumas de un entero y una fracción como números. Parece... 
por otra parte que esta restricción de la idea de número se debe 
mucho más a motivos filosóficos que matemáticos, y como conse- -. 
cuencia de las reflexiones de los primeros pensadores griegos sobre. 
ló uno y lo múltiple, no pudiéndose (en este sistema de pensamiento) - 
dividir la unidad sin perder por ello su carácter de unidad ?. de 


de dos razones , ; » 
en general a un cálculo co race. ? ps ado también los 
Mn f acciones (así e 
egipcios o los babilonios), sino verificando que a d == b y otr € 
, «C, OS h chos 
Alusió manifi st. , 

; - 10 aa po micas que ño no h 

; n l e lé; 11C, 38 an sido conser vadas se creeria 
estar oyendo hablar a un moder no acérca del axioma de Zermelo 


--2 Se podrá consultar en particular [153 al, 1309 b y cl, y además las obras” 
citadas en Ja nota anterior, así como [317 el. > : E 
s Platón ([250], libro VI, 525) se burla de los calculadores «que cambian la: 
unidad por pequeñas monedas», y nos dice que donde éstos dividen, los sabios E 
multiplican, lo que quiere decir que, porejemplo, para el matemático, la igualdad: 
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al axioma (no explicitado, aunque: €s, utilizado varias veces en la 


redacción de Euclides) de la existencia de 1 
dados una razón A/A' y B', 
tal que A/A' = B/B”. De este mo 
identificar los dominios de operadores definidos para 
de magnitudes?; de una manera análoga se puede identificar el - 
conjunto de las razones de enteros (ver más arriba) con una parte E 
del conjunto de las razones de magnitudes, a saber, con el conjunto : 
de razones racionales (razones de magnitudes conmensurables). Sin 
embargo, a causa de estar definidas estas razones, en tanto que. 
operadores sobre los enteros, solamente sobre una parte del con-: 
junto de éstos, resultaba necesario desarrollar s : 
- mente (Libro VII de Euclides). 


Este dominio universal de opera 
los matemáticos griegos el equivalente de lo que es para nosotros: 


el conjunto de los números reales; está claro por otra parte -que: 
con la adición de magnitudes y con la multiplicación de las razones. 
de magnitudes, poseían el equivalente de lo que es para nosotros: 
“el cuerpo de los números reales, aunque en una forma mucno menos. 
manejable*. Podemos por otra parte preguntarnos si consideraban 
estos conjuntos (conjunto de las magnitu 

o conjunto de las razones de magnitudes) com 
sentido que tiene hoy esta palabra, de no ser así no estaría claro. 


existe B, de la misma especi 


rigor lo que hacían los primeros male-: 
demostrado un teorema sobre las pro-: 
do para toda razón racional. Parece 


$ De este modo puede hacerse con todo 
máticos griegos cuando consideraban como 


porciones una vez que éste estaba demostra 
que antes de Eudoxio se intentó construir una teoría que hubiese alcanzado los mismos 


fines definiendo la razón A/A” de dos magnitudes por lo que nosotros llamaríamos 
en lenguaje moderno los términos de la fracción continua que la expresa; acerca de 
estos intentos, a los que conducía de forma natural el algoritmo llamado «de Euclides» 
para la búsqueda de una medida común a 
del m.c.d.), cf. [17 al. 

* Tan poco manejable que los matemáticos 
la ciencia algebraica de los babilonios, se había 
ticamente un medio de un orden completamente diferent 
dencia entre dos longitudes y el área del rectángulo construi 
longitudes como lados, lo que no €s propiamen 
y no permite escribir cómodamente las relaciones algebraicas 

Se observará por otra parte que en toda esta exposición hacemos abs 


de la cuestión de los números negativos (véase p. 77). 


de grado mayor que dos. 


a cuarta proporcional; E 
e que B',. 
do la idea genial de Eudoxio permitía 
toda especie : | 


u teoría separada-. 


dores así construido era para: 


des de una especie dada, 
o completos en el. 


A y A, si existe (o para la determinación: 


griegos, para traducir a su lenguaje 
n visto obligados a emplear sistemá-: 
e. a saber, la correspon- 
do tomando estas dós: 
1e hablando una ley de composición, 


tracción 
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el or y .,. . . » . 
he te E ES se sentir siquiera la necesidad de convertirla 
r a existencia de la cuarta j 
E | proporcional además 
e a a parecen hacer referencia a ideas de este dea por 
; tten ciertamente como evid E 
1 ente el que 
tible de ser descrit imier A 
a por un movimiento i 
le continuo, no puede pasar 
E mee otro de una recta sin cortarla, principio que plo 
plo en sus trabajos sobre la duplicación del cubo (cons- 


trucció 3 ; : , 
le E YN ia intersecciones de curvas), y que es esen 
equivalente a la propied ¡ A 
ad considerada; si 
los textos que p. : p rada; sin embargo 
extos que poseemos no nos rmiten ; 8 ¿ 
sus ideas sobre este punto e ai 
Tal ES ; 
e A pues el estado de la teoría de los números reales en la 
aa a E la matemática griega. Por admirable que fuese 
que desear nes e Eudoxio, y hay que reconocer que no deja nada 
A esde el punto de vista del rigor y de la coherencia, ha 
peo ds que carecía de flexibilidad, y que era muy poco 0d 
o dd 2% cálculo numérico, y sobre todo del cálculo 
E ooo | de orto lógica solamente podía resultar 
enos de rigor y adiestrad - 
os en la abst 
. y resulta muy natural ve ; racción 
r cómo, al declinar 1 DA 
vuelve a surgi : ar la matemática griega, 
había e a poco el punto de vista «intuitivo» Pe 
NS lo en la tradición de los «logísticos»; este punto 
pi a ejemplo el dominante en Diofanto [91 a], verdadero 
e ptr cocacola ciencia griega 
. Este, aunque reproduciendo f 
Euclides de nú : ormalmente la definición. de 
mero, designa en realid A 
ideó ad con la pal . 
ro» palabra «núme- 
pe o aene Nr algebraicos cuya solución es un 
, O un número fraccionario, o i 
Aunque j : , O incluso uno irracional” 
le del A cambio de actitud respecto al número vaya cal 
pe ds ñ Ad ogresos más importantes de la historia de las matemá 
lo aber, al del desarrollo del álgebra (véase p. 76), no deb: 
NE de si mismo como un avance, sino como un oa. 
a través de 1 aa POSO le seguir las vicisitudes de la idea de número, 
> las matemáticas india, griega y occidental hasta Él final 


El. humero resulta no ra ona » b Y V | ob cerca de esta 
. ul, ano cio: b D fi , 

e 4 , 10: anto, Hi r 1 S pr . ix. A 
vuelta a la noción «intulti va» de número, Gl también Eutocio, en su Comentario 


. sobre Arquímedes ([5 b], t. HL, pp. 120-126). 
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de l 
aunque los Elementos de Euclides fueran la bas 


e incomprendida mientras 


que la doctrina de Eudoxio permanecies 
s» de Euclides eran a me- 


no se mostrase su necesidad. Las «razone 
nudo calificadas de «números», y aplicán 
con los enteros se obtenían resultados exactos, sin intentar a 
a fondo las razones del éxito de estos métodos. 

Vemos, sin embargo, como ya R. Bom 
glo xvi, expone sobre este tema, 
de vista, que, si se dan por supuest 
Euclides, es esencialmente correcto. 
vez elegida la unidad de longitud, existe una Ccorrespo 


desde luego, la unidad fija) y, representando los. números mediante - 


longitudes, obtiene la definic 
meros reales (punto de vista cuyo méri 
a Descartes), proporcionando de este modo al 


base geométrica?. 
Pero el Algebra de 
para su época, no iba más allá de la extracción d 


resolución mediante r 
y cuarto grado, y, desde luego, la posibil 
radicales es admitida por él sin discusión. Si 


también un punto 
él aquello mediante lo cual se denota u 


considera como esencialmente «continuo» (sin precisar el sentido 


dado a esta palabra); si bien distingue los «números geométricos»: 
de los «números aritméticos», se trata únicamente de un accidente 


8 Se trata del libro IV de esta Algebra, que ha p 
días. Para el objeto de la exposición hecha aquí poco importa que 
fuesen o no conocidas de sus contemporáneos. 

? No entramos aquí en la historia del empleo 
corresponde al Algebra. Señalemos sin emba 
da con una claridad perfecta la definición, 
encontrarse en un Algebra moderna), no solo de las cantidades 


de los números complejos. 


a Edad Media. Domina la noción «intuitiva» de número, y E 
e de la enseñanza | 


de las matemáticas a lo largo de este periodo, es muy verosímil 


doles las reglas del cálculo 
nalizar : 


belli, a mediados del si- * 
en su Algebra [28 b]*, un punto : 
os los resultados del libro V de : 
Habiendo observado que, una : 
ndencia biu- - 
nívoca entre las longitudes y las razones de magnitudes, define - 
diversas operaciones algebraicas sobre las longitudes (suponiendo, - 


ión geométrica del cuerpo de los nú-.: 
to se atribuye generalmente 
Algebra una sólida 


Bombelli, aunque singularmente avanzada 
e radicales y de la: 


adicales de las ecuaciones de segundo, tercero: 
idad de la extracción de. 
mon Stévin [295] adopta: 
de vista análogo respecto al número, que es para. 
na medida de magnitud, y que. 


ermanecido inédito hasta nuestros: 
las ideas de Bombelli: 


de los números negativos, que: ' 
rgo que Bombelli, en este mismo lugar,.: 
puramente formal (tal y como podría. 
negativas, sino también. 
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relativo al modo de definición, sin que exista por ello ninguna dife- 
rencia de naturaleza, ésta es su última palabra sobre el tema: «Obte- 
nemos, por tanto, la conclusión de que no hay números Dido 
irracionales, irregulares, inexplicables o sordos, sino que hay, por el 
contrario, en ellos tal excelencia y concordancia que deberíamos 
meditar día y noche en su admirable perfección» ([295], p. 10). Por 
otra parte, habiendo sido el primero en hacer de las fíllcciones Abs. 
males un método de cálculo, y habiendo propuesto para éstas una 
notación bastante cercana a la nuestra, se da claramente cuenta de 
que estas fracciones proporcionan un algoritmo de aproximación 
indefinida de todo número real, como se deduce de su Apéndice alge- 
braico de 1594 «conteniendo (la) regla general de todas (ias) arco 
nes» (edición cuyo único ejemplar conocido fue quemado en Lovaina 
en 1914; pero ver [295], p. 88). Habiendo escrito una ecuación en la 
forma P(x) = Q(x) (donde P es un polinomio de mayor grado que Q 
y P(0) < Q(0)), se sustituye x por los números 10, 100, 1000,. hasta 
llegar a P(x) > Q(x), lo que —dice— determina el número de cifras 
de la raíz, después (si consideramos, por ejemplo, que la raíz tiene 
dos cifras) se sustituyen por 10, 20,..., lo que determina la cifra de las 
decenas, lo mismo sucede con la cifra siguiente, y después con las 
cifras decimales sucesivas: «Y procediendo indefinidamente de este 
modo» —dice— «se le aproxima indefinidamente tanto como sea nece- 
sario» ([295], p. 88). Como vemos, Stévin ha sido, sin duda, el pri- 
mero en concebir claramente el teorema de Bolzano, y en pe 0 
este teorema como la herramienta básica para la resolución siste- 
mática de las ecuaciones numéricas, y aparece al mismo tiempo una 
concepción intuitiva tan clara del continuo numérico que no era 
necesario demasiado trabajo para precisarla de un modo definitivo 
Sin embargo, el logro definitivo de métodos correctos se vio ar 
dado durante los dos siglos siguientes por el desarrollo de dos teorías 
cuya historia no narraremos aquí: el Cálculo infinitesimal y la teoría 
de series. A lo largo de las discusiones provocadas por ellas podemos 
distinguir, al igual que en todas las épocas de la historia de las mate- 
máticas, el eterno movimiento pendular entre los investigadores 
preocupados por avanzar, aunque a costa de cierta inseguridad, per- 
suadidos de que siempre será posible después consolidar el terreno 
conquistado, y los espíritus críticos, que, sin ser necesariamente infe- 
riores a los primeros en lo que a la facultad de intuición y al talento 
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convergentes. Pero la autoridad de los Bernoulli, y sobre todo la de 
Euler, hizo que tales dudas fuesen excepcionales en esta época. 

Es evidente que matemáticos que acostumbrasen emplear series 
en el Cálculo numérico no hubiesen desatendido de este modo la 
noción de convergencia, y no es ciertamente una casualidad que el 
primero que, en este dominio como en otros muchos, volviese a los 
métodos correctos, fuese un matemático enamorado desde su pri- 
mera juventud del Cálculo numérico: C. F. Gauss, que, siendo casi 
un niño, apa practicado el algoritmo de la media aritmético-geo- 
métrica *%, no podía dejar de tener una idea ciara de la noción de 
límite, y E vemos, en un fragmento que data de 1800 (pero que no 
ha sido publicado hasta nuestros días) ([124 a], t. X,, p. 390), definir 
con precisión por una parte el extremo superior y el extremo inferior, 
y por otra el límite superior y el límite inferior de una sucesión de 
números reales; la existencia de los primeros (para una sucesión 
acotada) parecía admitirse como evidente, y los últimos estaban 
correctamente definidos como los límites, para n tendiente a +00, de 


sue E bl Un+p. Además, Gauss nos da también, en su memoria 
p. 
de 1812 sobre la serie hipergeométrica ([124 a], t. IL, p. 139), el 


primer modelo de una discusión de convergencia, realizada, como 
él mismo dice: «con todo rigor, y hecha para satisfacer a aquéllos cuyas 
preferencias se dirigen a los métodos rigurosos de los geómetras anti- 
guos». Es cierto, sin embargo, que esta discusión, que constituía 
un punto secundario de la memoria, no se remonta a los primeros 
principios de la teoría de series; Cauchy es el primero en establecerlos, 
en su Curso de Análisis, de 1821 ([56 a] (2), t. III), de una manera 
completamente correcta, a partir del criterio de Cauchy claramente 
enunciado y admitido como evidente; si tenemos en cuenta que, en 
lo que a la definición de número se refiere, se atiene a los puntos de 
vista de Barrow y Newton, podemos decir que para él los números 
reales están definidos por los axiomas de las magnitudes y el criterio 
de Cauchy (lo que en efecto es suficiente para definirlos). 

Simultáneamente se aclara de modo definitivo otro aspecto impor- 


de invención se refiere, no consideran inútil dedicar algunos esfuerzos | 
a la expresión precisa y a la justificación rigurosa de sus concepciones.. 
Durante el siglo xv1 el principal objeto de discusión es la noción de — 
infinitamente pequeño, que, justificada a posteriori por los resultados -. 
que permitía alcanzar, parecía estar en abierta contradicción con el E 
axioma de Arquímedes; vemos cómo las mentes más luminosas de : 
la.época acaban por-adoptar un punto de vista poco diferente del de : 
Bombelli, del que se distingue sobre todo por la mayor atención que E 
dedica a los métodos rigurosos de los antiguos. Isaac Barrow, maestro 
de Newton, que tuvo un papel importante en la creación del Cálculo - 
infinitesimal, lo expone brillantemente en sus Lecciones de Matemá-. 
tica profesadas en Cambridge en 1664-65-66 [16 a y b]; reconociendo 
la necesidad, para volver a encontrar a propósito del número la da 
proverbial «certeza geométrica», de volver a la teoría de Eudoxio, y 
defiende extensa y muy razonablemente esta teoría (que, según su 
testimonio, resultaba ininteligible para muchos de sus contempo-:: 
ráneos) contra todos aquellos que la tachaban de oscura e incluso de: 
absurda. Por otra parte, al definir los números como los símbolos. 
que designan las razones de magnitudes, susceptibles de combinarse 
entre ellos por medio de las operaciones de la aritmética, obtiene el: 
cuerpo de los números reales en términos que después recogerá de 
Newton en su Aritmética y que no serían modificados en nada por sus 
sucesores hasta Dedekind y Cantor. E 
“Pero es también hacia esta misma época cuando se introduce el 
método de los desarrollos en serie, que tomaría muy pronto, en manos. 
de algebristas impenitentes, un carácter exclusivamente formal y: 
aleja la atención de los matemáticos de las cuestiones de convergencia 
que plantea el sano empleo de las series en el dominio de los números. 
reales. Newton, principal creador del método, era, por lo menos, VE 
consciente de la necesidad de considerar estas cuestiones, y si bien 
no las había dilucidado suficientemente, había reconocido al menos. 
que las series de potencias introducidas por él convergian «casi. 
siempre» tan bien. por lo menos como una serie geométrica (cuya. 
convergencia ya era conocida por los antiguos) para valores. pequeños 
de la variable ([233 al. t. IL, pp. 3-26). En esta misma época, Leibniz. 
había observado que una serie alternada de términos decrecientes 
en valor absoluto y tendiendo a 0 es convergénte; en el siglo siguiente, 
d'Alembert, en 1768, expresa ciertas dudas sobre el uso de series no. 30 


12 Dados Xy Y, > 0, Sean Xp, = (%, + Ya Y2, as 1 = Aza Yn X, Jn; para n tendiendo 
hacia +00, x, £ y, tienden (muy rápidamente) hacia un límite común, llamado media 
aritmético-geométrica de xy e yp; esta función está íntimamente ligada a las funciones 
elípticas y fue el punto de partida de los importantes trabajos de Gauss sobre el tema. 
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giendo algunos errores y llenando algunas lagunas. Por ejemplo, 
Cauchy creyó por un momento que la suma de una serie convergente 
cuyos términos son funciones continuas de una variable es también 
una función continua: la rectificación de esta afirmación por Abel 
en sus importantes trabajos sobre las series ([7], t. E, p. 219; cf. tam- 
bién t. IL p, 257 y passim), dio finalmente lugar a la aclaración por 
Weierstrass en sus cursos (inéditos, pero que tuvieron una influencia 
considerable) de la noción de convergencia uniforme (ver p. 282). 
Por otro lado, Cauchy había admitido, sin justificación suficiente, la 
existencia del mínimo de una función continua en una de las demos- 
traciones que dio de la existencia de las raíces de un polinomio; 
también fue Weiertrass el encargado de aclarar estas cuestiones 

demostrando en sus cursos la existencia del mínimo para las funciones 
de variables reales, definidas en intervalos cerrados y acotados; 
como consecuencia de su crítica de la aplicación injustificada de este 
teorema a conjuntos de funciones (cuyo ejemplo más conocido es el 
«principio de Dirichlet») surge el movimiento de ideas que culminará 
(ver p. 197) con la definición general de los espacios compactos y el 
enunciado moderno del teorema. .. : 
Al mismo tiempo, Weierstrass había puesto de manifiesto en sus 
cursos el interés lógico existente en separar completamente la idea | 
de número rea! de la teoría de las magnitudes; en efecto, el empleo ! 
de ésta viene a reducirse a definir axiomáticamente el conjunto de 
puntos de la recta (en definitiva, el conjunto de los números reales) 
y a admitir la existencia de este conjunto; aunque.esta forma de pro- 
ceder sea esencialmente correcta, era preferible evidentemente partir 
únicamente de los números racionales, y deducir a partir de ellos los 
números reales por «complección»!!, Esto es lo qué hicieron 

siguiendo métodos diversos, e independientemente unos de “otros, 


tante de la teoría de los números reales. Como hemos dicho ya, se — 
había admitido siempre como geométricamente evidente que dos p 
curvas continuas no pueden atravesarse sin cortarse, principio que | 
(precisando convenientemente) sería también equivalente a la pro- a 
piedad de la recta de ser un espacio completo. Este principio está, J 
además, en la base de la demostración «rigurosa», dada por Gauss, 
en 1799, del teorema de d'Alembert, según el cual todo polinomio E 
con coeficientes reales admite una raíz real o compleja ([124 a], : 
t. III, p. 1); la demostración del mismo teorema dada por Gauss - 
en 1815 ([124 a], t. IL p. 31) se apoya, al igual que un intento anterior . | 
de Lagrange, en el principio, análogo pero más sencillo, según el : 
cual un polinomio no puede cambiar de signo sin anularse (principio. 
que ya hemos visto utilizar a Stévin). Bolzano da, en 1817, una demos- - 
tración completa de este último principio a partir del criterio de- 
Cauchy, obteniéndolo como caso particular del teorema análogo 
para las funciones reales continuas de una variable real [27c].. 
Enunciando claramente (antes de Cauchy) el «criterio de Cauchy»,.. 
intenta justificarlo mediante un razonamiento que, a falta de toda : 
definición aritmética del número real, no era (y no podía ser) otra El 
cosa que un círculo vicioso; pero una vez aceptado lo anterior, su. 
trabajo es totalmente correcto y muy notable, en tanto que contiene, . 
no solamente la definición moderna de función continua (dada aquí : 
por priméra vez) con la demostración de la continuidad de los poli-:. 
nomios, sino también la demostración de la existencia del extremo: 
inferior de un conjunto acotado cualquiera de números reales (no se. 
habla de conjuntos, sino de propiedades de los números reales, lo 
que viene a ser lo mismo). Por otra parte, Cauchy, en su Curso de. 
Análisis ([56 a] (2), t. ID, al definir también él las funciones continuas - 
de una o varias variables reales, demuestra igualmente que una función. 
continua de una variable no puede cambiar de signo sin anularse, 
empleando el mismo razonamiento que Simon Stévin, razonamiento, 
que, una vez definida la continuidad, resulta naturalmente correcto 
una vez que se emplea el criterio de Cauchy (o bien una vez que se 
admite, como hace Cauchy en este punto, el principio equivalente 
denominado de los «segmentos encajados», del que la convergencia. 
de las fracciones decimales indefinidas es solo un caso particular). : 
Una vez llegados a este punto, a los matemáticos solamente les : 
faltaba precisar y desarrollar los resultados que ya poseían, corri-. 


Se En efecto, de este modo se reduce la cuestión de la existencia, es decir, en len- 
guaje moderno, la no contradicción de la teoría de los números reales, a la cuestión 
análoga para los números racionales, con la condición. sin embargo de dar por supuesta 
la teoría de los conjuntos abstractos (puesto. que la complección supone la noción 
de parte genérica de un conjunto infinito); dicho de otro modo, se reduce todo a 
esta última teoría, puesto que la teoría de los números racionales puede obtenerse 
a partir de ella. Por el contrario, si no se supone que se dispone de la Teoría de con- 
Juntos, resulta imposible reducir la no contradicción de la teoría delos números 
reales a la de la aritmética, y vuelve a ser necesario dar una caracterización axiomá- 
tica independiente de ella. Se : : 
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Weierstrass, Dedekind, Méray y Cantor; en tanto que el proced LOG ARITMOS 
miento de las «cortaduras»,. propuesto por Dedekind ([79], t. Ip : O 
pp. 315-334) estaba muy próximo a las definiciones de Eudoxio, | 
los demás métodos propuestos se acercan mucho más al método f 
empleado más tarde por Hausdorff para completar un espacio 
métrico. Es, también, en este momento, cuando Cantor comienza 
a desarrollar la teoría de los conjuntos de números reales, cuya | 
primera idea procedía de Dedekind [48], obteniendo de este modo | 
los resultados elementales acerca de la topología de la recta, la estruc- | 
tura de los conjuntos abiertos y de los cerrados, las nociones: de 
conjunto derivado, de conjunto perfecto totalmente discontinuo, etc, 

Con Cantor la teoría de los números reales toma poco más.o 
menos su forma definitiva; indicaremos ahora brevemente en qué 
sentido ha sido prolongada. Dejando aparte los trabajos de Topología 
general (ver p. 197) y algunas aplicaciones a la integración (ver p. 304) 
se trata fundamentalmente de investigaciones sobre la estructura y la 
clasificación de los conjuntos de puntos sobre la recta y de las funcio. 
nes reales de variables reales. Su origen se halla en los trabajos de | 
Borel [32 a], orientados fundamentalmente hacia la teoría de la me: 
dida, pero que dan lugar, entre otras, a la definición de los «conjuntos 
borelianos»: se trata de los conjuntos que pertenecen a la familia 
más pequeña de partes de R que contiene a los intervalos y que es 
cerrada respecto. a la unión y a la intersección numerables y ala 
operación (). Intimamente relacionadas con estos conjuntos están: 
las llamadas «funciones de Baire», es decir, aquellas funciones. que 
pueden obtenerse a partir de funciones continuas mediante la opera- 
ción de tomar límite de sucesión iterada «transfinitamente». Dichas 
funciones fueron definidas. por Baire a lo largo de importantes 
trabajos en los que abandona por completo el punto de vista de la 
medida para abordar. sistemáticamente el aspecto cualitativo: y 
«topológico» de estas cuestiones [11 a]: con este motivo es el primero 
en definir y estudiar las funciones semicontinuas, y donde, con vistas 
a caracterizar las funciones que son límites de funciones continuas, 
introduce la importante noción de conjunto magro (conjunto «de 
primera categoría» en la terminología de Baire) (ver p. 226). En cuanto 
a los numerosos trabajos que han continuado los de Baire, debidos 
sobre todo a las escuelas rusa y sobre todo polaca, solamente podemos 
aquí señalar su existencia (ver p. 226). e 


La historia de la teoría. del grupo multiplicativo R, * de los núme- 
ros reales > O está estrechamente ligada a la del desarrolio de la noción 
de potencias de un número > 0, y a la de las notaciones empleadas 
para designarlas. La concepción de la «progresión geométrica» 
formada por las potencias sucesivas de un mismo número se remonta 
a los egipcios y a los babilonios, y era familiar a los matemáticos 
griegos; en Euclides encontramos ya (Elementos, Libro IX, Prop. 11) 
un enunciado general equivalente a la regla a"a” = q”*" para expo- 
nentes enteros >. 0. En la Edad Media, . el matemático. francés 
N. Oresme (siglo xv) vuelve a encontrar esta regla, en él aparece 
también por vez primera la noción de exponente fraccionario > 0, 

con una notación ya próxima a la nuestra, y támbién algunas reglas 
de cálculo (enunciadas de forma general) referentes a ellas (por 
ejemplo, las dos reglas que nosotros escribimos ahora (ab)'” = 

alrpih, (gr)p/a = (a”?)*9 [74)). Pero las ideas de Oresme eran dema- 
siado avanzadas respecto a la matemática de su época como para 
poder ejercer una influencia sobre sus contemporáneos, y sú tratado 
cayó rápidamente en el olvido. Un siglo más tarde, N. Chuquet 
enunció nuevamente la regla de Euclides, introduciendo además una 
notación 'exponencial' para las potencias de las incógnitas de las 
ecuaciones, y no duda en emplear el exponente 0 y exponentes en- 
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teros < 01, Esta vez (y aunque la obra de Chuquet no pasase del n DIMENSIONES 
manuscrito y no parezca haberse extendido mucho) ya no se perderá 
de vista la idea de isomorfismo entre la «progresión aritmética» de los 
exponentes y la «progresión geométrica» de las potencias; extendida 
a los exponentes negativos y a los fraccionarios por Stifel ([298], E 
folio 35 y pp. 249-250), culmina finalmente con la definición de los. 
logaritmos y la construcción de las primeras tablas, emprendida | 
independientemente por el escocés J. Neper, en 1614-1620, y el 
suizo J. Búrgi (cuya obra no apareció hasta 1620, aunque su concep- | 
ción se remontase. a los primeros años del siglo). En Biirgi, la conti- 
nuidad del isomorfismo establecido entre R y R* se da implicita- 
mente por supuesta al emplear la interpolación en el manejo de las 
tablas; por el contrario, en la definición de Neper se formula explíci- 
tamente (al menos, todo lo explícitamente que lo permitía la vaguedad 
de la idea que se tenía de la continuidad en esta época)?. 

No vamos a insistir aquí sobre la utilidad de los logaritmos en él 
cálculo numérico; desde el punto de vista teórico, su importancia 
data, sobre todo, de los comienzos del Cálculo infinitesimal, con el: 
descubrimiento de los desarrollos en serie de log (1 + x) y de e”, y de 
las propiedades diferenciales de estas funciones (ver pp. 235-236). 
En lo que se refiere a la definición de las exponenciales y de los log, 
ritmos, todo lo que se hizo hasta mediados del siglo XIX fue admit 
intuitivamente la posibilidad de prolongar por continuidad al co 
junto de los números reales la función a* definida para todo x raciona 
y solo una vez que la noción de número real fue obtenida a part 
de la de número racional y precisada definitivamente se pensó 
en dar una justificación rigurosa de esta prolongación. 


Ya hemos endo ocasión de indicar cómo el desarrollo de la 
Geometría analítica del plano y del espacio condujo a los matemáticos 
a introducir la noción de espacio de n dimensiones, que les propor- 
- cionaba un lenguaje geométrico extraordinariamente cómodo para 
expresar de forma concisa y simple los teoremas de álgebra referentes 
a las ecuaciones con un número cualquiera de variables, y, sobre todo, 
| los resultados generales del Algebra lineal (ver pp. 92- -93). Pero si 
bien hacia mediados del siglo. xix este lenguaje era ya corriente en 
muchos  geómetras, seguía siendo puramente convencional, y la 
ausencia de una representación «intuitiva» de los espacios de más 
de tres dimensiones parecía prohibir en estos últimos los razona- 
mientos «por continuidad» que se permitían en el plano o en el espacio 
apoyándose únicamente en la «intuición». Riemann fue el primero 
que, en sus trabajos sobre el Analysis situs y los fundamentos de la 
Geometría, se atrevió a razonar por analogía de esta forma en ef 
caso del espacio de tres dimensiones (ver p. 193)!; después de 
él, numerosos. matemáticos se pusieron a emplear con gran éxito 


* Chuquet escribe por ejemplo 12*, 12?, 123, etc., para 12x, 12x?, 12%, etc,, E 
| razonamientos de esta naturaleza, ea ne en la teoría 


122 para el número 12, y 12?*% para 12x”? ([64], pp. 737-738). dE 

2 Neper considera dos puntos M y N moviéndose simultáneamente sobre ds 
rectas, siendo el movimiento de M uniforme, y siendo el de N tal que la velocidad. 
de N sea proporcional a su abscisa; la abscisa de M es entonces por definición el: 
logaritmo de la de N (230 al, p. 3). ds 


Y Véanse también los trabajos de L. Schláfii (2731, t. L pp. 169-387), qa dó 
de la misma época, pero que no fueron publicados hasta el siglo XxX. 
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de las funciones algebraicas de varias” variables complejas. Pero 
siendo entonces muy limitado el control de la intuición espacial, 
había motivos para mostrarse escéptico en cuanto al valor demostrati- - 
vo de este tipo de consideraciones, y a admitirlas únicamente a título 
puramente heurístico, en tanto que hacían plausible la certeza de * 
ciertos teoremas. De este modo, H. Poincaré, en su memoria de 1887: 


sobre los residuos de las integrales dobles de las funciones de dos 
variables complejas, evita siempre que puede todo empleo de la . | 


intuición en el espacio de cuatro dimensiones: «Como este lenguaje 2] 
hipergeométrico repugna todavía a muchos espiritus selectos» —dice— .. 
«haré de él un uso muy poco frecuente», los «artificios» que emplea 
con este fin le permiten limitarse a razonamientos topológicos en el... 
espacio de tres dimensiones, en el que no duda ya en hacer uso dela: 
intuición ([25/ a], t. UI, p. 443 y ss.). MES 
Además, los descubrimientos de Cantor, y sobre todo el célebre. 
teorema que establecía la equipotencia de R y R” (que parecía poner , 
en cuestión la misma noción de dimensión)?, mostraban que para 
fundamentar sobre una base sólida los razonamientos de la Geome- 
tría y de la Topología era necesario liberarlos de todo empleo de la 
intuición. Hemos indicado ya (ver p. 192) que esta necesidad interviene. 
en el origen de la concepción moderna de la Topología general, pero 
incluso antes de la creación de esta última se había comenzado a 
estudiar de forma rigurosa la Topología de los espacios numéricos 
y de sus generalizaciones más inmediatas (las «variedades de dimen- 
sión m») empleando métodos procedentes sobre todo de la rama de 
la Topología llamada «Topología combinatoria», o mejor aún, 
- «Topología algebraica», de la que no podemos hablar aquí. 38 


2 Es interesante observar que desde él momento 'en que tuvo conocimiento dé: 
este resultado, Dedekind había comprendido la razón de su apariencia tan para- 
dójica, y había señalado a Cantor que debería poder demostrar la imposibilidad de. 
una correspondencia biunivoca y bicontinua entre R” y R” para m $ n (1481, pp. 37-38)... 


NUMEROS COMPLEJOS. : 


MEDIDA DE LOS ANGULOS 


No volveremos a hacer aquí la exposición completa del desarrollo 
histórico. de la teoría de los números complejos o de la de los cuater- 
niones, puesto que estas teorí:s corresponden esencialmente al 
Algebra (ver pp. 104-105 y 92-93), pero diremos algunas palabras 
acerca de la representación geométrica de los imaginarios que cons- 
tituye, desde muchos puntos de vista, un progreso decisivo en la 
historia de las Matemáticas. an 

A C. F. Gauss se debe, sin duda, la primera concepción clara de la 
correspondencia biunivoca entre los números complejos y los puntos 
del plano”, y, sobre todo, el mérito de haber sido el primero en saber 
aplicar esta. idea a la teoría de los números complejos, y de haber 
visto claramente todo el partido que iban a obtener de ella los ana- 
listas del siglo xix. A lo largo de los siglos XVII y xVnr, los matemáticos 
habían ido llegando poco a poco a la convicción de que los números 
imaginarios, que permitían resolver las ecuaciones de segundo grado 
permitirían resolver también ecuaciones de cualquier grado. Durante 
el siglo xvI se habían publicado numerosos intentos de demostra- 


í . A A : : 
a e primero en tener una idea de una correspondencia semejante fue sin duda 
allis, en su Tratado de Algebra publicado en 1685, pero sus ideas sobre este punto 
permanecieron confusas, y no ejercieron influencia sobre sus contemporáneos. . 
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_ción de este teorema, pero, sin mencionar siquiera a aquellos que se [ 
apoyaban en un círculo vicioso, no había ninguna a la que no se : 


pudiese poner objecciones serias. Gauss, después de un examen deta- : o 
liado de estos intentos, y de una crítica rigurosa de sus lagunas, se .. 


propone en su Disertación inaugural (escrita en 1797 y publicada 


en 1799) dar por fin una demostración rigurosa; recogiendo una idea 


indicada de paso por d'Alembert (en la demostración publicada por 3 
este último en 1746”), señala que los puntos (a, b) del plano tales : 


que a + ib sea raíz del polinomio P(x + iy) = X(x, y) + 1 Y (x, y) a 
son las. intersecciones de las curvas X = 0 e Y = 0; por medio de E 
un estudio cualitativo de estas curvas muestra que un arco continuo E 


de una de ellas une puntos de dos regiones distintas limitadas por la. | 
otra, y a partir de aquí concluye que dichas curvas se cortan ([124 a], | 


t. II, p. 3; ver también [124 b]). Esta demostración, que constituye — 
por su claridad y originalidad un progreso considerable con respecto. 
a los intentos anteriores, es, sin duda, uno de los primeros ejemplos 
de un razonamiento de Topología pura aplicado a un problema 
de Algebra?. e E 

En su Disertación, Gauss no define explícitamente la cs 
podencia entre puntos del plano y números imaginarios; incluso 


adopta, respecto a estos últimos y a las cuestiones de «existencia» | 


que venían plateando desde hacía dos siglos, una postura bastante a 
reservada, presentando intencionadamente todos sus razonamientos. 
en una forma en la que solamente aparecen cantidades reales, Pero 
la marcha de las ideas de su demostración sería totalmente ininteligible: 


si no presupusiera una identificación plenamente consciente de los. 


puntos del plano y de los números complejos, y sus trabajos de la , 


? Esta demostración (en la que además d'Alembert no saca ningún partido de. 
la observación que le sirve a Gauss de punto de partida) es cronológicamente la pr: 
mera que no se reduce a una grosera petición de principios. Gauss, que erítica con Sa 
justicia sus puntos débiles, no deja de reconocer sin embargo el valor de la idea fun= 
damental de d'Alembert: «el verdadero nervio de la demostración», dice, «no me. 
parece afectado por todas estas objeciones» ([124 al, t. IE, p. 11); un poco más: 
lejos, esboza un método para hacer riguroso el razonamiento de d'Alembert; a 
que es ya, poco más o menos, el razonamiento de Cauchy en una de sus demos; 


traciones del mismo teorema. ne 
3 Gauss publicó en total cuatro demostraciones del «teorema de d'Alembert-:. 


Gauss»; la última es una variante de la primera, y, como ésta, hace referencia a pro- $] 
piedades topológicas intuitivas del plano, pero la segunda y la tercera se basan en 


principios completamente diferentes (véase p. 129) 
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misma época sobre la teoría de números y las funciones elípticas, en 
los que también aparecen números complejos, no hacen más que 
reforzar esta hipótesis. Hasta qué punto le resultaba familiar la 
concepción geométrica de los imaginarios, y a qué resultados podía 
dar lugar entre sus manos, es algo que se muestra claramente en las 
notas (no publicadas hasta nuestros días) en las que aplica los nú- 
meros complejos a la resolución de problemas de Geometría ele- 
mental ([724 a], t. IV, p. 396 y t. VIIL p. 307). Más explícita todavía 
es la carta de 1811 a Bessel (1124 a], t. VI, pp. 90-91), en la que esboza 
lo esencial de la teoría de la integración de las funciones de variable 
compleja: «Del mismo modo» —dice— «que puede representarse 
todo el dominio de las cantidades reales por medio de una línea recta 
indefinida, puede uno figurarse («sinnlich machen») el dominio 
completo de todas las cantidades, las reales y las imaginarias, por 
medio de un plano indefinido, en el que cada punto, determinado por 
su abscisa a y su ordenada b, representa a la vez la cantidad a + ib: 
El paso continuo de un valor de x a otro se efectúa por consiguiente si- 
guiendo una línea, y puede efectuarse, por tanto, de infinitas maneras...» 
Pero hasta 1831 no expone públicamente Gauss (a propósito 
de la introducción de los «números de Gauss» a + ib, siendo a yb 
enteros) sus ideas sobre este punto de una manera tan clara (1124 a], 
t. IL, Theoria Residuorum Biquadraticorum, Commentatio secunda, 
art. 38, p. 109, y Anzeige, pp. 174 y ss.). En este intervalo, la idea de la 
representación geométrica de los imaginarios había sido reencon- 
trada independientemente por dos modestos investigadores, los dos 
matemáticos aficionados, más o menos autodidactas, y de los que 
constituyó la única contribución a la ciencia, ninguno de los dos tenía 
tampoco mucho contacto con los medios científicos de su tiempo. 
Debido a esto, sus trabajos corrían el riesgo de pasar totalmente 
desapercibidos, esto es precisamente lo que sucedió con el primero 
en el tiempo, el danés C. Wessel, cuyo opúsculo, aparecido en 1798, 
y concebido y redactado con mucha claridad, no fue sacado del olvido 
hasta un siglo después ;la misma desgracia estuvo a punto de sucederle 
al segundo, el suizo J. Argand, que debió a la suerte el ver exhumar, 
en 1813, la obra que había publicado siete años antes*. Esta obra 


* Al revés que Gauss, Wessel y Argand se preocupan más de justificar los cálculos 
cor los números complejos que de emplear para nuevos trabajos la representación 
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provocó una viva discusión en los Annales de Gergonne, y la cuestión 
fue objeto, en Francia e Inglaterra, de numerosas publicaciones 
(debidas a autores bastante oscuros) entre 1820 y 1830, pero faltaba 
la autoridad de un gran nombre para poner fin a estas controversias 
y hacer aceptar a los matemáticos el nuevo punto de vista, y fue nece- 
sario esperar hasta mediados de siglo para que se adoptase univer- 
salmente la representación geométrica de los imaginarios, después 
de las publicaciones de Gauss (citadas anteriormente) en Alemania, 
de los trabajos de Hamilton y Cayley sobre los sistemas hipercomple- 
Josen Inglaterra, y finalmente, en Francia, de la adhesión de Cauchy a 
solamente algunos años antes de que Riemann, con una extensión 
genial, ampliase todavía más el papel de la Geometría en la teoría 
de las funciones analíticas, creando a la vez la Topología. 


La medida de los ángulos a partir de los arcos que cortan en una 
circunferencia es tan antigua como la misma noción de ángulo, y era 
ya conocida por los babilonios, cuya unidad de ángulo, el grado, 
hemos conservado. Por otra parte, sus medidas de ángulos estaban 


comprendidas entre 0 y 360", lo que les resultaba suficiente, puesto | 


que los ángulos les servían fundamentalmente para fijar las posiciones 


de objetos celestes en puntos determinados de sus trayectorias apa= 
rentes, y para la construcción de tablas con fines científicos o astro- ... 


lógicos. 


En los geómetras griegos de la época clásica, la definición de 
ángulo (Eucl. El., 1, def. 8 y 9) es todavía más restringida, puesto que ses. 
aplica solamente a los ángulos inferiores a dos rectos, y como por 
otra parte su teoría de las razones y de la medición se apoyaba en la E. 
comparación de múltiplos arbitrariamente grandes de las magnitudes 
mensurables, los ángulos no podían ser para ellos una magnitud men- A 
surable, aunque aparezcan de modo natural las nociones de ángulos - 


geométrica que proponen. Wessel no indica ninguna aplicación, y la única que les... E 
da Argand es una demostración del teorema de d'Alembert-Gauss, que no es 
más que una variante de la demostración de d'Alembert, y que se presta a las” : 


mismas objeciones. . 


3 En sus primeros trabajos sobre las integrales de las funciones de variables com 


plejas (entre 1814 y 1826), Cauchy considera los números complejos como expresiones 


«simbólicas» y no los identifica con los puntos del plano, lo que no le impide asociar 138 
constantemente al número x + iy el punto (x, y) y utilizar libremente con este motivo E 


el lenguaje de la geometría, 
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iguales, de ángulos mayores o menores que otro, y de suma de dos 
ángulos cuando esta suma no es superior a dos rectos. A] igual que la 
adición de fracciones, la medida de los ángulos debió constituir a sus 
ojos un procedimiento empírico sin valor científico. Este punto de 
vista queda bien ilustrado por la admirable memoria de Arquímedes 
sobre las espirales ([5 b], t. II, pp. 1-121), en la que, a falta de poder 
definirlas por medio de la proporcionalidad entre el radio vector 
y el ángulo, da de ellas una definición cinemática (def. 1, p. 44; cf. el 
enunciado de la Prop. 12, p. 46), a partir de la cual consigue obtener, 
como lo muestra la continuación de su obra, todos los resultados que 
le hubiese proporcionado la noción general de medida de ángulos 
si la hubiese poseído. En lo que se refiere a los astrónomos griegos, 
parece que en este punto, como en muchos otros, se contentaron 
con seguir a sus predecesores babilonios. l 6d 
También aquí, como en la evolución del concepto de número 
real (cf. p. 207), el debilitamiento del espíritu de rigor a lo-largo de la 
decadencia de la ciencia griega, trajo consigo la vuelta del punto de 
vista «intuitivo», que se acerca más en ciertos aspectos al nuestro 
que la rigida concepción euclídea. Es así como un interpolador mal 
informado inserta en Euclides la famosa proposición (Eucl. El., t. VI, 
Pp. 33): «Los ángulos son proporcionales a los arcos que cortan 
sobre una circunferencia»?, y un escoliasta anónimo que comenta 
la «demostración» de esta proposición no duda en introducir, desde 
luego, sin ninguna justificación, arcos iguales a múltiplos arbi- 
trariamente grandes de una circunferencia y los ángulos corres- 
pondientes a dichos arcos ([107], t. V, p. 357). Pero el mismo Viéte, 
en el siglo xvI, aun pareciendo aproximarse a nuestra concepción 
moderna de ángulo cuando descubre que la ecuación sen nx = sen y 
tiene varias raíces, obtiene solamente las raíces correspondientes a 
ángulos inferiores a dos rectos (13191, pp. 305-313). Hasta el siglo xvH 


$ Que se trata de una interpolación es algo que queda completamente fuera de 
duda por lo absurdo de la demostración, torpemente calcada sobre los paradigmas 
clásicos del método de Eudoxio; está claro por otra parte que este resultado no tiene 
nada que hacer al final del Libro V]. Resulta chocante ver a Theón,.en el siglo 1v de 
nuestra era, presumir cándidamente de haber insertado sobre esta interpolación otra 
en la que pretende probar que «las áreas de los sectores de un círculo son proporcio- 
nales asus ángulos en el centro» (1207), t. V p. 24), y todo esto seis siglos después 
de la determinación por Arquímedes del área de los sectores de las espirales. 
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no se supera este punto de vista de un on 2 o 
imi Newton de los desarrollo 
de que el descubrimiento por ] O 
i rcionado expresiones de e : 
sen x y cos x hubiese propo NO 
411 de la variable, encontram 
válidas para todos los valores o 
si tmos de los números «imag 0s», 
n Euler, a propósito de los logari ! ( 
% o precisa de la noción de medida de un ángulo cualquiera 
108 a] (1), t. XVIL, p. 220). . | : | 
, a E definición clásica Ss la ca | 
¡ Í arco de círculo no solar E 
a partir de la longitud de un Eos 
] j te correcta; exige, sin embargo, 0 
sino que es esencialmen da 
j ió tud de una curva, es decir, 
r rigurosa, la noción de longi 
DR el punto de vista de las a E ió EE dl 
E imi bastante complicado, y es eno: 
se trata de un procedimiento od 
: los de la teoría de los grupos Op cp 
emplear otros medios que sg pocos 
i la exponencial compleja aparec 
este modo la exponencial real y 
poe procedentes de una misma fuente, el teorema que caracteriza 
los «grupos uniparamétricos». 


Como hemos dicho ya (véase p. 200) la noción de espacio mé- 
trico fue introducida en 1906 por M. Fréchet, y fue desarrollada 
algunos años después por F. Hausdorff en su «Mengenlehre». Dicha 
noción alcanzó una gran importancia después de 1920, como con- 
secuencia por una parte de los trabajos fundamentales de S. Banach 
y su escuela sobre los espacios normados y sus aplicaciones al Aná- 
hisis funcional (véase pp. 297-298), y del interés que presenta la 
noción de valor absoluto en Aritmética y en Geometría algebraica 
(en la que sobre todo la complección respecto a un valor absoluto 
ha resultado especialmente fecunda). Y | 

Del periodo 1920-1930 datan una serie de estudi 
por la escuela de Moscú sobre las propiedades 
un espacio métrico, trabajos que intentan en particular obtener 
condiciones necesarias y suficientes para que una topología dada 
sea metrizable. Esta corriente de ideas puso de manifiesto el interés 
de la noción de espacio normal, definida en 1923 por Tietze, pero 
cuya importancia solo fue reconocida después de los trabajos de 
Urysohn [314] sobre la prolongación de las funciones reales con- 
tinuas. Dejando aparte el caso trivial de las funciones de una variable 
.| Teal, el problema de la extensión a todo el espacio de una función 
| Teal continua definida en un conjunto cerrado había sido tratado 


os realizados 
de la topología de 
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por primera vez (en el caso del plano) por H. Lebesgue [196 dl, 


y antes del resultado definitivo de Urysohn había sido resuelto para | 
los espacios métricos por H. Tietze [307]. La extensión de este. | 
problema al caso de funciones con valores en un espacio topológico | 
cualquiera ha tomado durante estos últimos años una importancia — 
considerable en Topología algebraica. Por otra parte, los trabajos 
recientes han puesto de manifiesto que, en este tipo de cuestiones, 
la noción de espacio normal es poco manejable, puesto que todavía á 
ofrece demasiadas posibilidades «patológicas», y casi siempre debe . | 
ser sustituida por la noción más restrictiva de espacio paracompacto, - | 
introducida en 1944 por J. Dieudonné [90 a]; el resultado más E 
importante de esta teoría es el teorema, debido a A. H. Stone [300], ze 


según el cual todo espacio metrizable es paracompacto?. 


Ya hemos señalado (véase p. 214) los importantes trabajos de. 
finales del siglo xrx y principios del Xx (E. Borel, Baire, Lebesgue, 
Osgood, W. H. Young) sobre la clasificación de los conjuntos de: 
puntos en los espacios R”, y sobre la clasificación y caracterización - 
de las funciones obtenidas iterando, a partir de las funciones con--. 
tinuas, el proceso de paso al límite (para sucesiones de funciones). 
Se advirtió rápidamente que los espacios métricos proporcionaban. 
un marco natural para los trabajos de esta naturaleza, cuyo desarrollo. 
después de 1910 se debe sobre todo a las escuelas rusa y polaca. 
Fueron estas escuelas las que pusieron de manifiesto, entre otros, 
el papel fundamental desempeñado en el análisis moderno por la: | 
noción de conjunto de primera categoría, y por el teorema sobre la. 


intersección numerable de conjuntos abiertos densos en un espacio: 


métrico completo, demostrado primero (de modo independiente) por. 
Osgood [240] para la recta numérica y por Baire [11 b] para los. 


espacios R”. 


- Por otra parte, Souslin [289] en 1917, al corregir un error de 
Lebesgue, mostraba que la imagen continua de un conjunto boreliano 
no es necesariamente un conjunto boreliano, lo que le condujo a: 


1 Este teorema ha permitido dar al problema de la metrización una solución: más. 


satisfactoria que los criterios obtenidos hacia 1930 por la escuela ruso-polaca («criterio :: 
de Nagata-Smirnov»). Pero debemos hacer la observación de que hasta ahora estos: 
criterios no han tenido demasiadas aplicaciones; como tantas veces en la historia: 
de las matemáticas, parece que el problema de la metrización ha tenido menos impor- | 
tancia por su solución que por las nuevas nociones que habría contribuido a desarrollar. 
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la definición y al estudio de una categoría más amplia de conjuntos 
que se llamarían después «analíticos» o «souslinianos»: des ap d : 
la muerte prematura de Souslin, este estudio fue as Sn 
cipalmente por N. Lusin (cuyas ideas habían inspirado el E 
de Souslin) y por los matemáticos polacos (véase [209] y [189 b]) 
La importancia actual de estos conjuntos reside sobre todo 
sus aplicaciones a la teoría de la integración (donde gracias a a 
propiedades especiales, permiten construcciones que resuitarian 8 
posibles para conjuntos medibles cualesquiera), y a la Deia 
teoría del Potencial, en la que el teorema fundamental sobre la 
capacitabilidad de los conjuntos souslinianos, demostrado muy 5x9 


cientemente por G. Choquet [63], h 
a a re : 
aplicaciones diversas. [63), velado ya su riqueza en 


CALCULO INFINITESIMAL 


En 1604, en el apogeo de su carrera científica, Galileo cree E 
mostrar que en un movimiento rectilíneo en el que la velocidad: 


crece proporcionalmente al camino recorrido, la ley Jel movimiento: . 


j la caída de los 

4 la misma (x = cf?) que ha descubierto para E 
SUR b], t. X, pp. 115-116). Entre 1695 y 1700 no hay un. 
solo volumen de las Acta Eruditorum, publicadas ca en. 
Leipzig, en el que no aparezcan memorias de Leibniz, de los her-: 


manos Bernoulli, y del marqués de L”Hópital tratando, más o. 


menos con las notaciones que empleamos hoy, los problemas más: 


variados del cálculo diferencial, del cálculo integral, y del cálculo: 


de variaciones. Así pues, el cálculo infinitesimal, o, como se a 
minado por decir los ingleses, el Cálculo por excelencia luca cu de 
se ha forjado casi exactamente en el intervalo de un siglo, y casi. 


tres siglos de desgaste permanente no han conseguido agotar por 


completo este instrumento incomparable. 


Los griegos no poseyeron ni imaginaron nada poro e 
conocieron, sin duda, aunque no fuese más que Pa E E 
emplearlo, un cálculo algebraico, el de los babilonios, s ea se 
vez una parte de su Geometria es solamente una transc: e dde 
creación matemática probablemente más genial, su E e a de 5 
tratar los problemas de nuestro cálculo integral, se inscri 
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mente en el dominio de la invención geométrica. Eudoxio, al tratar 
del volumen del cono y del de ia pirámide, había dado los primeros 
modelos de él, que Euclides nos ha trasmitido más o menos fielmente 
([207], Libro XII, prop. 7 y 10). Pero, sobre todo, debemos tener en 
cuenta que es a estos problemas a los que está consagrada casi toda 
la obra de Arquímedes [5b y c], y, que por una singular fortuna, 
podemos leer incluso en su texto original, en el sonoro dialecto 
dorio en que los había redactado cuidadosamente, la mayor parte 
de sus escritos, e incluso el recientemente encontrado en el que 
expone los procedimientos «heurísticos» que le llevaron a algunos 
de sus resultados más bellos ([5 b], t. II, pp. 425-507). Este es preci- 
samente uno de los inconvenientes del «método exhaustivo» de 
Eudoxio, el de que siendo un método de demostración irreprochable 
(una vez admitidos ciertos postulados), no es un método de descu- 
brimiento, y su aplicación reposa necesariamente sobre el conoci- 
miento previo del resultado a demostrar; como dice Arquímedes, 
«de aquellos resultados de los que Eudoxio ha sido el primero en hallar 
la demostración, a propósito del cono y de la pirámide... una parte 
no pequeña le corresponde a Demócrito, que fue el primero en enun- 
ciarlos sin demostración» (loc. cit., p. 430). Esta circunstancia hace 
especialmente difícil el análisis de la obra de Arquímedes, análisis 
que, para ser sinceros, no parece haber sido emprendido por ningún 
historiador moderno; ignoramos hasta qué punto era Arquímedes 
consciente de los lazos de parentesco que unen los distintos problemas 
que trata (lazos que nosotros expresariamos diciendo que la misma 
integral aparece en muchos lugares bajo aspectos geométricos dife- 
rentes), e ignoramos también cuál era la importancia que les atribuía. 
Consideremos por ejemplo los siguientes problemas, resuelto el pri- 
mero de ellos por Eudoxio y los demás por Arquímedes: el volumen 
de la pirámide, el área del segmento de parábola, el centro de gra- 
vedad del triángulo y el área de la llamada espiral de Arquímedes 
(p = co en coordenadas polares), todas ellas dependen de la integral 


dl x*dx, y, sin apartarse en nada del espíritu del «método exhausti- 
vo», todas ellas pueden reducirse al cálculo de «sumas de Riemann» 


de la forma 2 an?, Es efectivamente de este modo como Arquímedes 
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trata el problema de la espiral ([5b], t. H, pp. 1-121) por medio de 


un lema equivalente a escribir 
N N A 
N3 < 3 Y) 12 = N? + N! + a 
n=1 B==1 - 


- En lo que se refiere al centro de gravedad del triángulo, demuestra 


z - 08 ed 
(usando el método exhaustivo, por medio de una descomposic 


en franjas paralelas) que se encuentra en cada una de las pS 
y por tanto en su punto de encuentro ([5 b], t. II, pp. 261-315). Pa 


la parábola da tres procedimientos: uno heurístico, En isar E 
mente a «dar cierta verosimilitud al resultado», reduce el proble , 


al del centro de gravedad del triángulo, mediante un razonamiento - 


de estática-a lo largo del cual no duda en considerar el o 
de parábola como suma de infinitos segmentos de recta pa Pi 
al eje ([5 b], t. II, pp. 435-439); otro método se apoya SS un Le od | 
análogo, pero está redactado con todo rigor riada e eS : 
exhaustivo ([5b], t. H, pp. 261-315); una última es a E al 
extraordinariamente ingeniosa pero de menos pun es e : 
área buscada como suma de re Pe Ma a de A Ja 
piedades particulares de la parábola. No hay A 
ción entre estos problemas y el del volumen de la p des UN 
ES se especifica. ([5 b], t. II, p. 8) que los problemas papi . 
la espiral no tienen «nada en común» con otros ct . da a 
y al paraboloide de revolución, de los que Arquíme A a re d 
ocasión de hablar en la misma introducción, y entre los a po 
encuentra uno (el del volumen del paraboloide) que se r cm 


la integral a xdx. 


Como puede verse a partir de estos ejemplos, y pi el es . 
de artificios particulares, el método exhaustivo o pa E 
guiente: por medio de una descomposición en o E - Enea a 
se obtienen cotas superiores e inferiores de la cantida ' E a 
cotas que se comparan directamente con el valor previsto See | 
cantidad, o bien con las cotas correspondientes para zas ES bis 
análogo ya resuelto. La comparación (que, al no ee a E 
números negativos ha de hacerse necesariamente en os p pi 
introducida por la fórmula sacramental: «en efecto, si no, a 
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que ser o mayor o menor; supongamos, si se puede, que sea mayor, 
etc.; supongamos, si se puede, que sea menor, etc.», de aquí viene 
el nombre de método «apagógico» o «por reducción al absurdo» 
(«úrayoyh ei ádúvatov») que le dan los sabios del siglo XviL. La 
determinación de la tangente a la espiral por Arquímedes está re- 
dactada de una forma análoga ([5 b], t. 11, pp. 62-76), se trata de 
un resultado aislado, que es el único que podemos citar como fuente 
antigua del «cálculo diferencial», aparte de la determinación rela- 
tivamente fácil de las tangentes a las cónicas y de algunos problemas 
de máximos y mínimos. En efecto, si bien en lo referente a la «inte- 
gración» se abría ante los matemáticos griegos un inmenso campo 
de trabajo, no solamente en la teoría de las áreas, y los volúmenes, 
sino también en la estática y la hidrostática, no tuvieron Ocasión, 
al carecer de una cinemática, de abordar seriamente la diferenciación. 
Es cierto que Arquímedes da una definición cinemática de su espiral, 
y, no sabiendo la forma en que llegó al conocimiento de su tangente, 
hay razones para pensar que tal vez tuviese alguna idea de la com- 
posición de movimientos. Pero si así fuese, ¿no habría aplicado un 
método tan potente a otros problemas del mismo género? Es mucho 
más verosimil pensar que debió emplear algún procedimiento heurís- 
tico de paso al límite que pudieron sugerirle los resultados conocidos 
para las cónicas; estos resultados, desde luego, son de naturaleza 
mucho más simple, puesto que se pueden construir los puntos de 
intersección de una recta y una cónica, y por tanto determinar la 
condición de coincidencia de dichos puntos. En lo que se refiere a 
la definición de tangente, ésta es concebida como una recta que, 
cerca de un cierto punto de la curva, deja toda la curva a un mismo 
lado; su existencia se admite, y se admite también que toda curva 
está compuesta de arcos convexos; para demostrar, en estas condi- 
ciones, que una recta es tangente a una curva, es necesario demostrar 
ciertas desigualdades, lo que se hace desde luego con toda precisión. 
Los métodos de Arquímedes no dejan nada que desear desde 
el punto de vista del rigor, y, todavía en el siglo xViI1, cuando los 
matemáticos más escrupulosos querían dejar fuera de dudas un 
resultado considerado como particularmente delicado, daban de él 
una demostración «apagógica» ([209], t. 1, pp. 211-254; trad. fran- 
cesa t. II, pp. 181-215) y (1244 ], t. VHIL pp. 249-282). En cuanto 
a su fecundidad, basta citar la obra de Arquímedes como testimonio. 
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Pero para: poder ver en ella un «cálculo integral», sería necesario 
poner de manifiesto, entre la multiplicidad de apariencias geomé- [ 


tricas, algún esbozo de clasificación de los probiemas según la natu- 


raleza de la «integral» subyacente. En el siglo XvIL, como vamos E 


a ver, el hallazgo de una clasificación de este tipo se convierte en 


una de las principales preocupaciones de los geómetras; si no encon- | 


tramos en Arquímedes ningún indicio de ella, ¿no es éste un signo 


de que tales especulaciones le resultarían exageradamente «abstrac- 
tas», y que por el contrario, él se habría mantenido, en cada caso . 
particular, lo más cerca posible de las propiedades especificas de - 
la figura estudiada? ¿Y no deberemos sacar la conclusión de que .. 
esta obrá admirable, de la que ha surgido todo el cálculo integral, 
según sus propios autores, es de alguna manera lo contrario del : 


cálculo integral? 


Además, en las matemáticas no puede abrirse impunemente un -: 
foso entre descubrimiento y demostración. En las épocas favorables, 
el matemático, sin faltar para nada al rigor, no tiene otra cosa que 
hacer que escribir sus ideas casi tal y como las concibe; otras veces 
puede esperar hacerlo de modo que resulte así, mediante un cambio 
afortunado en el lenguaje y en las notaciones admitidas. Pero muy a 
menudo el matemático se debe resignar a elegir entre métodos de 
exposición incorrectos y tal vez fecundos, y métodos correctos que : 
solamente le permiten expresar su pensamiento deformándolo pre-.. 
viamente, y pagando el precio de un esfuerzo agotador. Ninguno 
de los dos caminos carece de peligros. Los griegos siguieron el 


segundo, y es tal vez aquí, más que en el efecto esterilizante de la 


conquista romana, donde hay que buscar la razón de! sorprendente : 
estancamiento de su matemática casi inmediatamente después de . 
su momento más brillante. Ha sido sugerido, y no es inverosímil, . 
que la enseñanza oral de los sucesores de Arquímedes y de Apolonio. 
podría contener numerosos resultados nuevos, sin que dichos sii-.. 
cesores se considerasen obligados a realizar el extraordinario esfuerzo 
necesario para publicarlos de acuerdo con los cánones recibidos. * 
De cualquier manera, no fueron precisamente estos escrúpulos los: 
que hicieran detenerse a los matemáticos del siglo xvn cuando, ante 
la multitud de problemas nuevos que se les planteaban, buscaron: : 
en el estudio asiduo de los escritos de Arquímedes los medios de. 


superarlos. 
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Mientras que todos los grandes clásicos de la literatura y de la 
filosofía griegas fueron impresos en Italia. por Aldo Manuce y sus 
competidores, y casi todos antes de 1520, la edición «princeps» de 
Arquímedes en griego y en latín [Sa] no aparece hasta 1544, y en 
Hervagius, en Basilea, sin ser preparada por ninguna edición anterior 
en latín, y, sin que en modo alguno los matemáticos de esta época 
(absorbidos como estaban por sus trabajos sobre álgebra) sintieran 
enseguida su influencia; hay que esperar hasta Galileo y Kepler 
ambos astrónomos y físicos mucho más que matemáticos, para que 
dicha influencia se manifieste. A partir de este momento, y ya sin 
interrupción hasta más o menos 1670, no hay ningún nombre que 
aparezca más a menudo que el de Arquímedes en los escritos de los 
fundadores del Cálculo infinitesimal. Varios lo traducen y comentan: 
todos, desde Fermat hasta Barrow, lo citan profusamente; todos 
declaran encontrar en él a la vez un modelo y una fuente de inspira- 
ción. 

Es cierto que estas declaraciones, como vamos a ver, no deben 
ser todas ellas tomadas al pie de la letra, y esta es una de las difi- 
cultades más importantes para una interpretación justa de estos 
escritos. El historiador debe tener en cuenta también la organi- 
zación en esta época del mundo científico, todavía muy defectuosa 
al principio del siglo xvH, mientras que a finales de dicho siglo, con 
la creación de las sociedades de sabios y de las revistas científicas 
y con la consolidación y el desarrollo de las universidades, se parece 
ya bastante a la que conocemos hoy. Privados de toda revista hasta 
1665, los: matemáticos solo podían elegir, a la hora de dar a conocer 
sus trabajos, entre la vía epistolar y la impresión de un libro, casi 
siempre por su cuenta, o a cargo de un mecenas, si lo encontraban 
Los editores e impresores capaces de trabajar de esta forma eran 
raros, y a veces poco seguros. Después de las largas esperas y de 
las incomodidades sin fin que suponía una publicación de este tipo 
el autor tenía generalmente que hacer frente a controversias inter- 
minables, provocadas por adversarios que no siempre obraban de 
buena fe, y que se desarrollaban a veces en un tono sorprendente- 
mente agrio, ya que, dentro de la incertidumbre general en que se 

estaba con respecto a los mismos principios del cálculo infinitesimal 
no era difícil para nadie encontrar puntos débiles, o al menos OSCULOS 
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y discutibles, en los razonamientos de sus rivales. Es comprensible 
que ante tales condiciones, muchos sabios deseosos de tranquilidad 
se contentasen con comunicar a algunos amigos elegidos sus mé- 
todos y sus resultados. Algunos, sobre todo ciertos aficionados a 
la ciencia, como Mersenne en París, y después Collins en Londres, 
mantenían una vasta correspondencia con todos los países, de la 


que comunicaban resúmenes a unos y a otros, no sin mezclar a 
estos resúmenes majaderías de su propia cosecha. Estando en po- E 
sesión de «métodos» que, a falta de nociones y de definiciones ge- 


nerales, no podían redactar en forma de teoremas, ni siquiera formu- 


lar con cierta precisión, los matemáticos quedaban reducidos a 
ensayarlos en multitud de casos particulares, y, a fin de medir su E 


potencia, creían no poder hacer nada mejor que desafiar a sus co- 
legas, acompañando a veces estos desafios-con la. publicación de 


sus propios resultados en lenguaje cifrado. La juventud estudiosa . 
viajaba, quizá más que hoy, y las ideas de los sabios se exten- E 


dían a veces mejor mediante los viajes. de alguno de sus alumnos 


que por sus propias publicaciones, pero no sin que esto fuese otra E 
fuente de malentendidos. Por último, al plantearse los mismos 
problemas a multitud de matemáticos, muchos de ellos distin- E 
guidos, y que poseían un conocimiento imperfecto de los traba= 
jos de los otros, las reclamaciones de prioridad estaban a la orden . 
del día, y no era extraño que a ellas se uniesen acusaciones de E 


plagio. 
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Así pues, el historiador debe buscar sus documentos en las 
cartas y los papeles personales de los sabios tanto o más que en sus. 
publicaciones propiamente dichas. Pero, mientras que, por ejemplo, 
los de Huygens han sido conservados, y se ha hecho de ellos una: E 
publicación ejemplar [169 b], los de Leibniz no han sido publicados : 
hasta ahora más que de una manera fragmentaria, y muchos otros: 
se han perdido irremediablemente. Por lo menos las investigaciones. 
más recientes, fundadas en el análisis de los manuscritos, han ser=. 
vido para poner en evidencia, de una forma que parece irrefutable, 
un punto que las querellas entre partidarios parecían haber oscu-: 
recido en parte: cada vez que uno de los grandes matemáticos de esta 
época ha dado testimonio de su propio trabajo, de la evolución de É 
su pensamiento, de las influencias que ha sufrido o ha dejado de: 
sufrir, lo hace de una manera honesta y sincera, con toda buena. 
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fe?; estos precisos testimonios, de los que poseemos un gran número, 
pueden por tanto ser usados con toda confianza, y el historiador 
no tiene que adoptar respecto a ellos la postura de un juez de ins- 
trucción. Además, la mayor parte de las cuestiones de prioridad 
surgidas carecen por completo de sentido. Es cierto que Leibniz, 
cuando adopta la notación dx para la «diferencial», ignoraba que 
Newton empleaba x para la «fluxión» desde diez años antes, ¿pero 
qué importa que lo hubiese sabido? Para considerar un ejemplo 
más instructivo, ¿quién es el autor del teorema log x= id y 
cuál es su fecha? La fórmula, tal y como acabamos de Pr E 
es de Leibniz, puesto que ambos miembros están escritos con su 
notación. El mismo Leibniz, y Wallis, se la atribuyen a Gregorio 
de Saint-Vincent. Este último, en su Opus Geometricum [135] (apa- 
recido en 1647, pero redactado, según dice, mucho tiempo antes) 
demuestra solamente la equivalencia de lo que sigue: Si fla, b) 
designa el área del segmento hiperbólico a <x<b,0< y <A/yx, 
la. relación b'/a' = (b/ay implica fla”, b') = n.fla, b), a lo que su 


alumno y comentador Sarasa añade casi inmediatamente [269] la . 


observación de que las áreas fla, b) pueden entonces «hacer el papel 
de logaritmos». Si Sarasa no añade nada más, y si el mismo Gregorio 
no había dicho nada de ello, ¿no será debido a que para la mayor 
parte de los matemáticos de esta época los logaritmos eran simples 
«ayudas para calcular» sin ningún derecho de ciudadanía dentro 
de las matemáticas? Es verdad que Torricelli, en una carta de 1644 
[208], habla de sus trabajos sobre una curva que nosotros escribi- 
Mamos y = ae %, x > 0, añadiendo que allí donde Neper (al que 
por otra parte llena de elogios) «solo buscaba la práctica aritmética» 
él «obtenía de ella una especulación geométrica», y ha dejado un 
manuscrito sobre esta curva evidentemente preparado para su pu- 
blicación, pero que permaneció inédito hasta 1900 (1310], t. 1, pp. 335- 
347). Además, Descartes había encontrado la misma curva en 1639 
a propósito del «problema de Debeaune», y la había descrito sin 


* Esto se aplica por ejemplo a Torricelli (véase [244], t. VIT, Pp. 181-194) y a Leib. 


niz 217. Desde luego que esto no quiere decir que un matemático no pueda hacerse 
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hablar de logaritmos ([85 a], t. IL, pp. 514-517). Como E ae 
sea, J. Gregory, en 1667, da, sin citar a nadie ([136 al, repr ec a 
en [7169 a], pp. 407-462), una regla para calcular las a Ju 
segmentos parabólicos mediante logaritmos (decimales), o que he 
plica simultáneamente el conocimiento teórico de la relación a 

la cuadratura de la hipérbola y los logaritmos, y el ESTAS o 
numérico de la relación entre los logaritmos «naturales» y pe «deci- 
males». ¿Debe aplicarse solamente a este punto la A e 
de Huygens, que niega inmediatamente la novedad de os a A 
de Gregory ([169 b], t. VI, pp. 228-230)? Esto es lo que no está 206 
claro para nosotros de lo que lo estaba para an os, 
en todo caso estos tuvieron muy clara la impresión de que la Pp 
tencia de una relación entre los logaritmos y la cuadratura e a 
hipérbola era cosa conocida desde hacía mucho tiempo, ra ds 
referirse a otra cosa que a alusiones epistolares, o bien a E ro de 
Gregorio de Saint-Vincent. En 1668, cuando Brouncker da (con 


una demostración cuidada de la convergencia, mediante la compa- 


ración con una serie geométrica) series para log 2 y log (5/4) ([38], 


ido en [2181], t. I, pp. 213-218), las presenta como expre- 
e e los ct de hipérbola correspondientes, y añade , 
que los valores numéricos que obtiene están «en la misma relación : 
que los logaritmos» de 2 y de 5/4. Pero el mismo año, con eel 
([220], reproducido en [218], t. 1, pp. 167-196) (o más ea 
con la exposición dada inmediatamente por Wallis del tra ni 
Mercator ([326 b], reproducido en [218], t. É Pp. 219-226)), cam a | 
el lenguaje: puesto que los segmentos de hipérbola son E : 
nales a los logaritmos, y es un hecho bien conocido que los logarii de 
mos solamente están definidos por sus propiedades So: aa 
a menos de un factor constante, no hay nada que impida consi 0 ñ 
los segmentos de hipérbola como logaritmos, calificados de Ea al 
rales» (en oposición a los logaritmos «artificiales» o «decima es»), - 


o hiperbólicos. Una vez dado este paso (a lo que contribuyó la serie 
dada para log (1 + x) por Mercator), el teorema log x= 


sido obtenido, salvo la notación, o más bien se convierte en una 


pe 7 uí, si no es la de , 
definición. ¿Qué conclusión hemos de sacar de aquí, sl e 
que el descubrimiento se realiza por medio de transici A 
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insensibles, y que una disputa de prioridades sobre este asunto se 
parecería mucho a una querella entre el violín y el trombón acerca 
del momento exacto en el que aparece un motivo en una sinfonía? 
Y hay que decir que, mientras que otras creaciones matemáticas de 
la misma época, como la aritmética de Fermat, o la dinámica de 
Newton, tienen un sello poderosamente individual, el desarrollo 
del cálculo infinitesimal durante el siglo xvi hace pensar mucho 
más en el desarrollo gradual e inevitable de una sinfonía de la que 
el «Zeitgeist», compositor y director de orquesta a la vez, marcaría 
el compás: cada uno ejecuta en ella su parte con su propio timbre, 
pero nadie es dueño de los temas que toca, temas que han sido 
entrelazados casi inextricablemente por un sabio contrapunto. Por 
tanto, su historia deberá escribirse en la forma de un análisis temático, 
nos contentaremos aquí con un resumen sumario, que no pretende 
tener una exactitud minuciosa?. Estos son en todo caso los temas 
principales que surgen en un examen superficial: 
A) El tema del rigor matemático, en contraste con el de los 
infinitamente pequeños, indivisibles, o diferenciales. Hemos visto que 
ambos ocupan un lugar importante en Arquímedes, el primero a 
lo largo de toda su obra, el segundo en el tratado del Método, que 
no fue conocido del siglo xvn, de tal modo que si fue trasmitido, y 
no reinventado, solamente pudo serlo por la tradición filosófica. 
Además, el principio de los infinitamente pequeños aparece en dos 
formas distintas, según se trate de la «diferenciación» o de la «inte- 
gración». En lo que a ésta se refiere, consideremos en primer lugar 
el cálculo de un área plana: se la divide en una infinidad de franjas 
paralelas infinitamente pequeñas por medio de infinitas paralelas 
equidistantes, y cada una de estas franjas paralelas es un rectángulo 
(aunque ninguna de las franjas finitas obtenidas mediante dos para- 
lelas a distancia finita sea un rectángulo). Igualmente, un sólido 
de revolución sería descompuesto en infinitos cilindros de igual 


2 En lo que sigue, la atribución de un resultado a tal autor y en tal fecha indicará 
solamente que este resultado le era conocido en esa fecha (lo que ha sido verificado 
siempre que ha sido posible sobre los textos originales), con esto no queremos afirmar 
de un modo absoluto que este autor no lo conociese antes, ni que no haya podido 
recibir este conocimiento de otro, ni mucho menos todavía decir que este mismo re- 
sultado no haya podido ser obtenido independientemente por otros, bien antes o 
bien después. 
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altura infinitamente pequeña por medio de planos e a 
al eje?; podrían emplearse formas de hablar similares a la Es Pa E 
descomponer un área en triángulos por medio de Se a 
rrentes, o de razonar acerca de la longitud de un arco e curva a 
si se tratase de un polígono de infinitos lados, etc. Es cierto Ea A 
pocos matemáticos que dominaban realmente el manejo de los : 
métodos de Arquímedes, como Fermat, Pascal, Huygens y Barrow, - 
no hubiesen encontrado ninguna dificultad para, en cada caso par-.. 


ticular, sustituir por medio de demostraciones rigurosas el empleo a 


de este lenguaje. En efecto, todos ellos señalan oa a z 
dicho lenguaje solo les sirve como abreviatura. «Sería Jáci E 
Fermat— dar demostraciones a la manera de Arquímedes. .-5 bastará. 

advertirlo de una vez por todas pura evitar repeticiones o E 
([109], t. L p. 257); igualmente Pascal: «así pues rc e os 
solamente se diferencian en la forma de hablar» (1244), t. VHL p. ME 
y Barrow, con su concisión socarrona: «longior discursus Eee 
adhiberi possit, sed quorsum?» (podríamos alargarlo con un OS 
apagógico, ¿pero para qué?) ([16 b], p. 251). Fermat A 7 e 

limitarse a no adelantar nada que no pueda ser justificado de a 
modo, condenándose por ello a no enunciar ningún dE caco : 
más que mediante alusiones o en forma de «método»; ei e 
minucioso por otra parte, es algo menos escrupuloso. En Der E 
a la mayor parte de sus contemporáneos, no puede pa a sa 
rigor sea su preocupación principal, y el nombre de Arqu E 
no es casi siempre otra cosa que un reclamo para vender una E 
cancía, sin duda de gran valor, pero de la que el propio ES es. 
no se hubiera hecho responsable. Y esto sucede mucho más t mo 
con la diferenciación. Si una curva, cuando se trata de su rect . 
cación, se asimila a un polígono de infinitos lados, aquí un E 
«infinitamente pequeño» de curva es asimilado a un segmento «in E 


3 Véase por ejemplo la exposición de Pascal en la «carta a M. de Carcavy» (244, 
t. VHI, pp. 334-384). Se advertirá que, gracias al prestigio de un RON 
parable, Pascal consigue crear la Husión de una perfecta. claridad, hasta E en E 
de que uno de sus editores modernos se extasía ante «la minucia y la precisión á 
exactitud de la demostración». e 

+ Pero, en la Carta al Señor A. D. D. S.: sin en 
los movimientos ni en los de los indivisibles, sino siguiendo los de los eN a fin ze 
que la cosa sea a partir de ahora firme y sin disputa» ([244], t. VIIL p. 256). 
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«...sin detenerme, ni en los métodos de. | 
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nitamente pequeño» de recta, bien a la cuerda, bien a un segmento 
de la tangente cuya existencia se admite ; O bien se considera un 
intervalo de tiempo «infinitamente pequeño» durante el que (mien- 
tras se trata solamente de la velocidad) se considera que el movimiento 
es «uniforme». Todavía más atrevido, Descartes, queriendo deter- 
minar la tangente a la cicloide, que no entra en la regla general, 
asimila dos curvas rodando una sobre otra a polígonos, para deducir 
a partir de aquí que «en el infinitamente pequeño» el movimiento 
puede ser asimilado a una rotación alrededor del punto de con- 
tacto ([35 a], t. IL, pp. 307-338). También aquí un Fermat, que hace 
reposar sus reglas para el cálculo de las tangentes y para los máximos 
y mínimos sobre estas consideraciones infinitesimales, está en con- 
diciones de justificarlas en cada caso particular ([109], t. 1, pp. 133-179; 
trad. francesa, t. 1H, pp. 121-156); cf. también ([209], t. U, pássim, 
en particular pp. 154-162, y el Suplemento a las Obras, pp. 72-86); 
Barrow da para la mayor parte de sus teoremas demostraciones 
precisas al modo de los antiguos, a partir de hipótesis sencillas de 
monotonía y de convexidad. Pero ya no era cosa de meter el vino 
nuevo en odres viejos. A lo largo de todos estos trabajos, como 
sabemos hoy, iba elaborándose la noción de límite, y si bien podemos 
encontrar en Pascal, en Newton, y en otros matemáticos, algunos 
enunciados que parecen bastante cercanos a nuestras definiciones 
modernas, basta volver a situarlas en su propio contexto para darse 
cuenta de los obstáculos invencibles que se oponían a una exposición 
rigurosa. Cuando, a partir del siglo xvHiL, algunos matemáticos 
deseosos de claridad quisieron implantar un cierto orden en el 


confuso amasijo de sus riquezas, dichas indicaciones, encontradas 


en los escritos de sus antepasados, tuvieron para ellos un valor 
precioso; cuando d'Alembert explica, por ejemplo, que en la dife- 
renciación no interviene nada distinto de la noción de límite, y 
define esta última con precisión [73 b], podemos creer que ha sido 
guiado por las consideraciones de Newton acerca de «primeras y 
últimas razones de las cantidades evanescentes» [233 b]. Pero, mien- 
tras no salgamos del siglo xvu, hay que dejar bien señalado que 
solo se abre paso al análisis moderno cuando Newton y Leibniz, 
volviendo la espalda al pasado, aceptan buscar provisionalmente la 
justificación de los nuevos métodos, no en demostraciones rigurosas, 
sino en la fecundidad y la coherencia de los resultados. 
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B) La cinemática. Ya Arquímedes, como hemos a on E 
definición cinemática de su espiral, y A Mia cra E 
¡ ideraciones infinitesimales, mi 10 Ss 
rrolla (sin considera 
e lo contrario) una teoría rudimentaria de la dro 3 
las magnitudes en función del tiempo, y de su E E da E 
, o origen puede hacerse remontar a la astronomía babilónica. * 
cuy 


Un hecho de la mayor importancia para la matemática del siglo xvH 


es el de que, desde el principio, los problemas de diferenciación se 


si tangentes, sino también : 

no solamente a propósito de las 
ea de las velocidades. Sin embargo, Galileo ([122 a y BJ, 
al ee la ley de las velocidades en la caída de los cuerpos (después - 


dx 
j i j te, y= 
diversas hipótesis sobre la velocidad, primeramen 5 


. 203), y después v = cf (id., p. 208), e intenta. 

Sá pe a los ea razonando de una forma bastante 
pa So la gráfica de la velocidad en función del tiempo. Des- . 
paa pl 1618, razona igualmente sobre la v = cf, pero en tanto: 
eco matemático, y con tanta an o es ES : 
je de indivisi 85 a], t. X, pp. 75-78).: 

dentro del lenguaje de los indivisibles” ( 1, a 
rincipal corresponde a la gráfica de la ve 1 

de AS E y hay motivo para preguntarse hasta qué: 
pee Lia ron conscientes de la proporcionalidad entre los espacios, 
pes e las áreas comprendidas entre el eje de los tiempos y la: 
nd ar velocidades; pero sobre este punto resulta difícil hacer 
a firmación, aunque el lenguaje de Descartes parezca indicar 
Nena! lento del hecho en cuestión (que algunos historiadores. 
el ed a a la Edad Media [335]), mientras que Galileo 
ES ninguna alusión clara sobre el asunto. Barrow la enuncia : 


nte el , 

Descartes añade incluso un interesante razonamiento geométrico media 

ee . or 3 : 

al deduce la le x=a'Pa artir de la hipótesis — = Cl Resulta curioso p e 
cu: l y p 7 € S 


iar al 

a ¡ tas y volver a copiar al. 

i j ñ tarde, embrollarse en sus no 

verle, diez años más » : ol o 

DOE ee un razonamiento inexacto sobre la misma a a Ad E 
Bor de la velocidad en función del tiempo se confunde con la gráfica a 
é 


del espacio recorrido ([85 al, t. I, p. 7D). 
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explícitamente en 1670 ([26 b], p. 171), tal vez ya no era entonces 
una novedad para nadie, y Barrow no la considera como tal, pero 
para este resultado, al igual que para todos los demás, no parece 
conveniente querer fijar una fecha con demasiada precisión. En cuanto 
a la hipótesis v = cx, también considerada por Galileo, se contenta 
(loc. cit.) con demostrar que es insostenible (o, en lenguaje moderno, 


., 5% . ., 
que la ecuación 2 = Cx no tiene solución + O que se anule para 


£ = 0), mediante un razonamiento oscuro que Fermat, algo más 
tarde ([109], t. IL, pp. 267-276) se toma el trabajo de detallar (y que 
se reduce más o menos a decir que 2x, que es solución al igual que 
x, x % 0, estaría en contra de la unicidad físicamente evidente de la 


solución). Pero precisamente es esta misma Jey e = Cx.la que le 


sirve a Neper, en 1614, para introducir sus logaritmos, de los que da 
una definición cinemática [230 a] que, con nuestra notación, se 
escribiría en la forma siguiente: si dos móviles se desplazan sobre dos 
rectas de acuerdo con las leyes o =4, z = — Ay/r, Xy =0, yo =r, 
entonces se dice que x es el «logaritmo» de y (en notación moderna, 
se tiene x = rlog (r/y). Ya hemos dicho que la curva solución 
de se = — aparece, en 1639, en Descartes, que la describe cinemática- 
mente ([85 a], t. 11, pp. 514-517), y si bien es cierto que trata desde- 
ñosamente de «mecánicas» a todas las curvas no algebraicas, y que 
pretendía excluirlas de la geometría, este tabú, contra el que protestó 
vigorosamente Leibniz mucho más tarde, no fue observado por sus 
contemporáneos, y ni siquiera lo fue por el mismo Descartes. La . 
cicloide y la espiral logarítmica aparecen y son estudiadas con ardor, 
y su estudio contribuye poderosamente a la compenetración de los 
métodos geométrico y cinemático. El principio de la composición 
de movimientos, y más precisamente de la composición de velocida- 
des, estaba en la base de la teoría del movimiento de los proyectiles 
expuesta por Galileo en la obra maestra de su vejez, los Discorsi 


(Discursos), de 1638 (1122 b]), t. VII, pp. 268-313), teoría que contenía, 


por tanto, implícitamente una nueva determinación de la tangente a la 
parábola, y si bien Galileo no insiste especialmente en este punto, 
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Torricelli, por el contrario, lo hace a rt y 
enta sobre el mismo principi 
e de tangentes para aquellas curvas a ns pa 
definición cinemática. Hay que reconocer que en esto Enea + 
adelantando en varios años por Roberval (12631, ss : - da ; 
afirma haber sido llevado a este a - esos Ls : e 
“este mismo problema de la tangente a la Ci ca pd 
otra parte, a Fermat la oportunidad de demostrar la p ea 
A de diferenciación ([109], t. L, pp. 162-165), mientras qu . 
de incapaz de aplicar en este problema a a El E 
ve obligado a inventarse el centro de rotación (185 a], t. 1, 
iS sd MN que se desarrolla el Cálculo ma ori e E 
mática va dejando de ser una ciencia aparte. Se va a > o 
a poco, a pesar de Descartes, que desde el punto sa « a e E 
'es el del Cálculo infinitesimal, no hay nada que dar ES u pe E 
y curvas algebraicas de otras mucho más generales; as si e 
curvas definidas cinemáticamente son funciones y ió a 
demás, que pueden estudiarse por los mismos métodos, y se im A 
«tiempo» no es más que un parámetro, cuyo aspecto O meo a 
más que una cuestión de lenguaje. Así, en a, A pa vil E 
trata de la mecánica, predomina la geometría (L >) E hd A 
y Leibniz no otorga al tiempo en su a oda da a e: a 
rario, Barrow pensó en convertir. 1 a 
di mes: en función de una variable are dl 
versal concebida como un «tiempo» en la base de un Cá Pe a 
tesimal de tendencia geométrica. Esta idea, que debió tener al in e 
reconstruir el método de composición de movimientos a 
tencia conocía solamente de oídas, se expone en detalle, ao en : 
muy claros y muy generales, en las tres primeras de ao Al 
Geometricae [16 b]. Por ejemplo, aquí se demuestra > a 0 ed 
que si un punto móvil tiene como proyecciones sobre dos eje ia 
gulares AY y AZ puntos móviles, uno de los cuales se mueve 20 
velocidad constante a, y el otro con una velocidad v que as ses 
tiempo, la trayectoria tiene una tangente de O E ee e 
es cóncava en la dirección de las Z crecientes. A lo largo en 
Lectiones desarrolla estas ideas con gran amplitud, ya e se 
coquetería que pone en redactar el texto de principio a 


llevado a un teorema muy general sobre las tangentes (si se trata del de las Lect. Geom., 
Lect. X ([76 b], p. 247), 
todo lo que había sido 
pudo haber sido discípulo de Barrow en 1664 y 1665, pero declara haber obtenido 
independientemente su regla para deducir, a partir de una relación entre «fluyentes» 
una relación entre sus «fuxiones». Es posible que Newton tomase de la enseñanza 
de Barrow la idea general de las fmagnitudes variando en función del tiempo, y de 
sus velocidades de variación, 
que Barrow debió permanecer totalmente ajeno) contribuyeron muy pronto a precisar. 
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forma tan geométrica y tan poco algebraica como sea posible, pode- 
mos ver aquí, con Jacobo Bernoulli ([79 a], t. 1, pp. 431 y 453), el 
equivalente de una buena parte del Cálculo infinitesimal de Newton 
y Leibniz. Exactamente, las mismas ideas sirven de punto de partida 
a Newton ([233 a), t. I, pp. 201-244 y [233 b]), sus «fluyentes» son las . 
distintas magnitudes, funciones de un «tiempo» que no es otra cosa 
que un parámetro universal, y las «fuxiones» son las derivadas 
respecto al tiempo; la posibilidad de cambiar de parámetro si es 
necesario, que se concede Newton, está igualmente presente en 
Barrow, aunque éste la emplea con menos soltura *. El lenguaje de 
las fluxiones, adoptado por Newton, e impuesto por su autoridad 
a los matemáticos ingleses del siglo siguiente, representa, pues, la 
culminación, para el periodo que nos ocupa, de los métodos cinemá- 
ticos, cuyo papel había terminado. 

C) La Geometria algebraica. Se trata de un tema parásito, extraño 

a nuestros propósitos, cuya introducción es debida al hecho de que 
Descartes, por espíritu de sistema, pretendía hacer de las curvas 
algebraicas el objeto único de la geometría ([85 a], t. VI p. 390); 
también da un método algebraico, y no de Cálculo diferencial como | 
Fermat, para la determinación de las tangentes. Los resultados legados 
por los antiguos sobre las intersecciones de una recta y una cónica, | 
las reflexiones del mismo Descartes sobre las intersecciones de dos | 
cónicas y los problemas que se reducen a él, debían llevar de un modo 
natural a la idea de tomar como criterio de contacto la coincidencia 
de dos intersecciones: hoy día sabemos que éste es el criterio correcto 

en Geometría algebraica, y de una generalidad tal que es independiente 

del concepto de límite y de la naturaleza del «cuerpo base», Descartes 


" El problema de las relaciones entre Barrow y Newton es muy discutido, véase 
[241] y [233 d]. En una carta de 1663 (cf. [262], voi. 11, pp. 32-33), Barrow habla 
de sus reflexiones ya lejanas sobre la composición de movimientos, que le habían 


es en efecto tan general que comprendía como caso particular 
hecho hasta entonces sobre el tema). Por otra parte Newton 


nociones que sus reflexiones sobre la dinámica (a las 
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lo aplica primeramente de una forma poco. cómoda, intentando hacer 
coincidir en un punto dado dos intersecciones de la curva estudiada 
y de una circunferencia con centro en Ox ([85 a], t. VI, pp. 413-424); 
sus discípulos, van Schooten, Hudde, sustituyen la circunferencia 
por una recta, y obtienen en la forma —F;/F, la pendiente de la 
tangente a la curva F(x, y) = 0, estando definidos los «polinomios 
derivados» F;, F; por su regla de formación ([198 d], t. I, pp. 147-344 
y [85 b], pp. 234-237); De Sluse llega también a este resultado hacia 
la misma época ([198 d], pp. 232-234). No será necesario decir que las 
distinciones tajantes que señalamos aquí, y que son las únicas que 


podrían dar un sentido a la controversia entre Descartes y Fermat, 


no podían estar en modo alguno en la mente de los matemáticos 
del siglo xvi, y si las hemos mencionado ha sido únicamente para 
iluminar uno de los episodios más curiosos de la historia que nos 
ocupa, y para constatar casi inmediatamente el eclipse completo 
de los métodos algebraicos, provisionalmente absorbidos por los 


métodos diferenciales. ' 
D) Clasificación de los problemas. Este tema, como ya hemos 


visto, parece ausente en la obra de Arquímedes, a quién resulta 
bastante indiferente resolver directamente un problema o reducirlo 
a un problema previamente resuelto. En el siglo xv1, los problemas - 
de diferenciación aparecen primeramente bajo tres aspectos distin- *. 
tos: velocidades, tangentes y máximos y mínimos. En lo que a estos . É 
últimos se refiere, Kepler [179 a y b], hace la observación (que se 
encuentra ya en Oresme ([335], p. 141) y que no había pasado des- 5 
apercibida de los astrónomos babilonios) de que la variación de una 
función es particularmente lenta cerca de un máximo. Fermat, desde - | 
antes de 1630 ([/09], t. YI, pp. 71 y 113-179) inaugura a propósito de . | 
tales problemas su método infinitesimal, que en el lenguaje moderno 
se reduce en una palabra a buscar los dos primeros términos: (el. | 
término constante y el término de primer orden) del desarrollo de - | 
Taylor, y a escribir que el segundo se anula en un extremo; Fermat 
parte de aquí para extender su método a la determinación de las 
tangentes, aplicándolo incluso a la determinación de puntos de. 
inflexión. Si se tiene en cuenta lo que se ha dicho más arriba a pro-' 
pósito de la cinemática, veremos que la unificación de estos tres tipos 
de problemas relativos a la derivada primera se realizó prontamente... 
En lo que se refiere a los problemas relativos a la derivada segunda, 
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no aparecen hasta muy tarde, principalmente con los trabajos de 
Huygens sobre la evoluta de una curva (publicados, en 1673, en su 
Horologium Oscillatorum ([ 169 b], t. XVED); ya en este momento ' 
Newton, con sus fluxiones, estaba en posesión de todos los medios 
analíticos necesarios para la resolución de tales problemas; y, a pesar 
de todo el talento geométrico empleado por Huygens (del ave más 
tarde la Geometría diferencial, en sus comienzos, se aprovecharía) 
solo sirvieron, dentro del periodo que nos preocupa, para permitir 
al nuevo análisis constatar la potencia de sus medios. 

En cuanto a la integración, aparecía para los griegos como el 
cálculo de áreas, de volúmenes, de momentos, y como el cálculo de 
longitud de una circunferencia y de las áreas de segmentos esféricos 
a lo que añadió el siglo xvn la rectificación de curvas, el cálculo del 
área de las superficies de revolución, y (con los trabajos de Huygens 
sobre el péndulo compuesto ([169 b], t. XVII) el cálculo de los 
momentos de inercia. Se trataba, en primer lugar, de encontrar la 
relación entre todos estos problemas. Para las áreas y los volúmenes 
este primer y fundamental paso había sido dado por Cavalieri, en su 
Geometría de los indivisibles [57. a]. En eila enuncia, más o menos 
y pretende demostrar, el principio siguiente: si dos áreas planas son 
tales que toda paralela a una dirección dada las corta, según seg- 
mentos cuyas longitudes están en una proporción constante las A 
están en la misma razón; un principio análogo es enunciado para 
los volúmenes cortados por los planos paralelos a un plano fijo según 
áreas cuyas medidas estén en una proporción constante. Es verosímil 
que estos principios le fuesen sugeridos a Cavalieri por teoremas 
tales como los de Euclides (o más bien de Eudoxio) sobre la razón 
de los volúmenes de pirámides de la misma altura, y que antes de 
enunciarlos de una forma general, había verificado su validez en un 
gran número de ejemplos tomados de Arquímedes. Cavalieri emplea 
para «“ustificarlos» un lenguaje, sobre la legitimidad del cual le 
vemos interrogar a Galileo en una carta de 1621, mientras que en 
1622 lo emplea ya sin ninguna duda ([/22 b], t. XIII, pp. 81 y 86) 
del que vamos a indicar lo esencial. Sean, por ejemplo, dos e. 
ua0<x<a,0<y< A) la otra0< x<a,0< y <g(x): las 


n—1 n—1 


-sumas de ordenadas Po Fikalm, al g(ka/n) están entre sí en una 
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razón que, para n bastante grande, se o o e ao 
, 4 oco sería difícil - 
a la razón de las dos áreas, y tamp 3 
pleando el «método exhaustivo» en el caso de que f y, 2 re 
tonas; Cavalieri pasa al límite, hace n = 00, y habla e la mEGá 
todas las ordenadas» de la primera curva, cuya razón, bn 2 
1 da curva, es rigurosam 
suma correspondiente para la segun ee 
Ó Áreas; j ucede con los volúmenes, y e 
a la razón de las áreas; lo mismo s . 
lenguaje es adoptado universalmente, e por pi E 
| ientes de lo que se ocu - E 
Fermat, que son plenamente consci e . 
Es eenól que posteriormente oa ÓN o ha EN = 
1 ([244], t. E 09 -384), 
Roberval ([263], pp. 3-67) y Pasca aa 
ma» se efectúa, 
tas ordenadas de la curva cuya «su 
prefieren ver en es Curva | A a A 
o Cavalieri, sino rectángu Ea 
no ya segmentos de recta com a $ E 
¡ infini lo que desde el punto 7 
misma altura infinitamente pequeña, : 0 Roberval) 3 
i : reso (diga lo que diga Robe a 
del rigor no representa un gran progreso (d1 ad 
i impedir que la imaginación se descarríe j 
pero contribuye a impe ; a dea 
i ili esto que se trata so a 
siada facilidad. En cualquier caso, y pu a y 
ió e todas las ordenadas» de la curva. 
razones, la expresión «suma de el 
y fo), o abreviadamente «todas las ordenadas» de A A SS 
en definitiva, como aparece claramente, por ejemplo, en los escritos a 


J chdx =<« ñ fdx. En particular, todos los problemas de áreas y 
volúmenes se reducen a cuadraturas, es decir, al cálculo de áreas de 
la forma Ji Jdx, y, lo que es quizá todavía más nuevo e importante, 


dos problemas que dependen de la misma cuadratura deben consi- 
derarse como equivalentes, y se tiene siempre un medio de saber si 
es así. Los matemáticos griegos nunca alcanzaron (o nunca con- 
sintieron en alcanzar) tal grado de' «abstracción», Así, Cavalieri 
([57 a], p. 133) «demuestra» sin dificultad que dos volúmenes seme- 
jantes están entre ellos en una relación igual al cubo de la razón de 
seméjanza, mientras que Arquímedes no enuncia esta conclusión, 
para las cuádricas de revolución y sus segmentos, hasta el final de su 
teoría de estos sólidos ([5b], t. 1, p. 258). Pero para llegar aquí 
había sido necesario lanzar el rigor de Arquímedes por la borda. 

Se disponía, pues, de la manera de clasificar los problemas, al 
menos provisionalmente, de acuerdo con el grado de dificultad. real 
O aparente que presentaban las cuadraturas a que daban lugar. En 
este aspecto es en el que sirvió de modelo el álgebra de la época, ya 
que también en álgebra, y en los problemas algebraicos planteados 
en Geometría, contrariamente a los griegos que solaménte se intere- 
saban por las soluciones, los algebristas de los siglos xv1 y XVII comen- 
zaron a dirigir su atención principalmente hacia la clasificación de los 
problemas, según los medios que podían permitir resolverlos, antici- 
pando de este modo la moderna teoría de las extensiones algebraicas, 
y no solamente procedieron a una primera clasificación de los pro- 
blemas, según el grado de la ecuación de la que dependían, sino que 
ya se plantearon difíciles cuestiones de posibilidad: posibilidad de 
resolver toda ecuación por radicales (en la que algunos ya no creian), 
etcétera; preocupándose también de reducir a una forma geométrica 
tipo todos los problemas de un mismo grado, De igual modo, en 
Cálculo integral, los principios de Cavalieri le llevan a reconocer que 
muchos problemas resueltos por Arquímedes se reducen a cuadra- 


de Pascal, el equivalente exacto del ] ydx leibniziano. 


A partir del lenguaje adoptado por Cavalier se sane AE 
blemente los principios enunciados más arriba, e imp A tras 
consecuencias que vamos a enunciar con la notación moderna, 


teniendo en cuenta que e fdx tendrá solamente el significado del 


área comprendida entre Ox y la curva y = f(x). En bro EE : a 
toda área plana, cortada por cada recta x = constante, según se 


mentos la suma de cuyas longitudes es f(x), es igual a / fdx, y lo | 
mismo sucede con cualquier volumen cortado por cada pana 


-x = constante, según un área de medida f(x). Además, / fdx de 


| pende linealmente de 7? se tiene / (Y + gx = J fdx + fi 2d, Y =E 


turas f dx paran=1,2,3,e imagina un ingenioso método para 
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efectuar esta cuadratura para tantos valores de n como se quiera 


: O 
ñ = +1 
(el método se reduce a observar que se tiene / x"dx == c¿ar+l por 


homogeneidad, y a escribir 


wax= [" a+ayas— [lata + (adds 
-a 0 


20 


0 


de donde, se obtiene, desarrollando, una relación de recurrencia para = 
los €,) ([57 a], p. 159 y [57 b], pp. 269-273). Pero Fermat había 
llegado ya mucho más lejos, demostrando primeramente (antes = 


gr 


de 1636) que al xdx = Sl para n entero positivo (1109), tad. E 


p. 83), por medio de una fórmula para las sumas de las potencias 


de los N primeros números enteros (procedimiento imitado a partir 


de la cuadratura de la espiral por Arquímedes), y extendiendo despues e 
la misma fórmula a todo n racional 4 — 1 (1209), t. IL, pp. 195-198); E 
de este último resultado (comunicado a Cavalieri, en 1644) tarda a 
mucho en redactar una demostración, después de la lectura de los E 
escritos de Pascal sobre la integración ” ([109], t. L, pp. 255-288; e 


traducción francesa, t. IIL, pp. 216-240). 


Estos resultados, unidos a consideraciones geométricas que des- 


empeñan el papel de los cambios de variables y de la integración por 


partes, permiten ya resolver un gran número de problemas que: se. 
reducen a cuadraturas elementales. Un poco más allá se encuentran, a 
en primer lugar, la cuadratura del círculo y la de la hipérbola: o 
en esta época se trata sobre todo de «integrales indefinidas», la solu- 
ción de estos problemas, en términos modernos, viene dada por asia 
funciones circulares recíprocas y por el logaritmo respectivamente; 
las primeras estaban dadas geométricamente, y 3 hemos ve a 


7 Resulta notable que Fermat, tan escrupuloso, utilice la aditividad de la A E 
sin una palabra que la justifique, en las aplicaciones que da de sus resultados genera a a 
¿Se basa en la monotonía a trozos, admitida implícitamente, de las funciones Ss a 
estudia, mediante la cual no es dificil en efecto justificar la aditividad por el a ' sn a 
exhaustivo»? ¿O bien se ha dejado llevar, a pesar de sí mismo, por el lenguaje de que: a 


se sirve? 
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cómo el último fue introduciéndose poco a poco en el análisis. Estas 
cuadraturas son objeto de numerosos trabajos, de Gregorio de Saint- 
Vincent [135], Huygens ([/69 b], t. XL pp. 271-337 y t. XIL, pp. 91- 
180), Wallis ([326 a], t. 1, pp. 355-478) y Gregory [136 a], el primero 
cree conseguir la cuadratura del círculo y el último cree demostrar 
la trascendencia de rr; en unos y otros aparecen procedimientos de 
aproximación indefinida de las funciones circulares y logarítmicas, 
unos de tendencia teórica y otros orientados hacia el cálculo numé- 


- rico, que darán lugar cnseguida, con Newton (1233 a], t. L pp. 3-26 
y 29-199), Mercator ([220], reproducido en [218], t. 1, pp. 167-196), 


J. Gregory [136 d], y después con Leibniz [198 d],.a los métodos ge- 
nerales de desarrollo en serie. En cualquier caso, va abriéndose paso 
poco a poco la convicción de la «imposibilidad» de las cuadraturas 
en cuestión, es decir, del carácter no algebraico de las funciones defi- 
nidas por ellas, y al mismo tiempo se considera que un problema está 
resuelto cuando se reduce a una de estas cuadraturas «imposibies». 
Este es el caso, por ejemplo, de los problemas relativos a la cicloide, 
resueltos por las funciones circulares, y de la rectificación de la 
parábola, reducido a la cuadratura de la hipérbola. 

. Los problemas de rectificación, de los que acabamos de citar dos 
de los más famosos, han tenido una importancia particular, en tanto 
que forman una transición geométrica natural entre la diferenciación, 
que presuponen, y la integración, a la que se reducen; a ellos pueden 
asociarse los problemas relativos a las áreas de las superficies de re- 
volución. Los antiguos solamente se habían ocupado de los casos del 
círculo y de la esfera. En el siglo xvI estas cuestiones no aparecen 
hasta muy tarde, parece como si la dificultad, invencible para la 
época, de la rectificación de la elipse (considerada como la curva 
más sencilla después del círculo), hubiese llevado al desánimo. Los 
métodos cinemáticos permiten atacar ciertos problemas, lo que les 
sirve a Roberval ([263], pp. 363-399) y Torricelli ASI 07 E, 
pp. 103-159), entre 1640 y 1645, para obtener resultados sobre el 
arco de las espirales, pero no se ponen a la orden del día hasta los 
años anteriores a 1660, la cicloide es rectificada por Wren en 1658 
([326 a], t. 1, pp. 533-541), y poco después la curva y? = ax? por 
diversos autores ([236 a], t. 1, pp. 551-553; [85 b], t. L pp. 517-520; 
[209], t. 1, pp. 211-255; trad. francesa, t. IL, pp. 181-215) y también 
varios autores reducen la rectificación de la parábola a la cuadratura 
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de la hipérbola (es decir, a una función algebraico-logarítmica) 
([109), t. E, p. 199; [169 b], t. IL p. 334). Este último ejemplo es el 
más importante, puesto que se trata de un caso particular del principio 
general, según el cual la rectificación de una curva y = f(x) no es 


otra cosa que la cuadratura de y = a 1 FO), y fue a partir 
de este principio como la dedujo Heurat. No resulta menos interesante 
seguir los intentos de un Fermat en declive en su trabajo sobre la 
curva y? = ax? ([109), t. 1, pp. 211-255; trad. francesa, t. TIL, pp. 181- 
215); asocia a la curva y = f(x), de árco s = g(x), la curva y = 2) 
y determina la tangente a ésta a partir de la tangente a la primera 
(en lenguaje moderno, demuestra que sus pendientes f'(x) y 2'(x) po 
están ligadas por la relación (g'(x)” = 1 + ((x)”); se está muy 
cerca de Barrow, y solo habría que combinar: este resultado con el .. 
de Heurat (lo que hace más o menos Gregory, en 1668 ([136 d], 


pp. 488-491)) para obtener la relación entre tangentes y cuadraturas; . [ 


pero Fermat enuncia solamente que si, para dos curvas referidas a un: 


sistema de ejes rectangulares, las tangentes en los puntos de la misma. 
abscisa tienen siempre la misma pendiente, las curvas son iguales, O, 
dicho de otro modo, que el conocimiento de f'(x) determina fx) 
(salvo una constante), y solamente justifica esta afirmación con un A 
oscuro razonamiento sin ningún valor demostrativo. als 

Antes de que transcurriesen diez años habían aparecido las Es 
Lectiones Geometricae de Barrow [16 b]. Ya desde el comienzo | 


(Lect. 1), enuncia el principio de que en un movimiento rectilíneo.. 


si c.F(x) = dl Ax)dx, entonces la tangente a Y = F(x) corta a Ox 


en el punto de abscisa x — T, determinada por y/Y =c/T: la d 
tracción a partir de la hipótesis explícita de que f(x) es Halo Sa, 
es perfectamente correcta, y se indica que el sentido de ao A 
de f(x) determina el sentido de la concavidad de Y = F(x). P 2 
debemos observar que este teorema se pierde dentro de Una sl 
titud de otros, muy interesantes algunos de ellos: el lecto q 
prevenido estaría inclinado a no ver aquí otra a. ue E 
nera de resolver por cuadratura el problema Y/T yA Pay q 
Pa os determinación de una curva a barr de SS 
a bre su angente (o, como diríamos nosotros un ió 
diferencial de un tipo particular), y esto tanto más en c1 Uco 
aplicaciones que da Barrow se a Pres A Ea da 
mismo género (es decir, se trata de ecuaciones diferenciales bla 
Erica ón de variables»). El lenguaje geométrico e 
pone a sí mismo es aquí 1 : ió 
entre diferenciación e integración, an aa A a 
as de la cinemática, aparezca aquí un poco EE O ; 
pe le Ea a pa e diversos métodos para 
: : ración a 
Eos ts a problemas a Nini 
geométrica más sencilla, la integració -onsi 
, E en escribir el área comprendida O Oy A E E 
los espacios son proporcionales a las áreas || vdt comprendidas monctona y = fo) uniendo un punto (a, 0) de O a un punto (0, » 
: o: de Oy. A É OR 
entre el eje de los tiempos y la curva de las velocidades. Podríamos. Ñ dl ea de A As: 
pensar que a partir de aquí, y de su método cinemático ya citado para y 
la determinación de las tangentes, va a deducir la relación entre-la 
derivada concebida como pendiente de la tangente y la integral 
concebida como área, pero no hay nada de esto, y más «adelante. 
demuestra, de una forma puramente geométrica ([16 b], Lect. X, 
$11, p. 243) que si dos curvas y = fc), Y = F(x) son tales que las 


nera implícita. En Pascal ([244], t. IX | 
plícita, E , t. 1X, pp. 17-18), aparece la sigui 
generalización, mucho menos aparente: sea Je) como ne 2 


anterior, sea g(x) una función > 0, y sea G()) = 34 EME se 

. a dl 

tiene entonces = ; y 
í YEOi)dx = f Stody, lo que demuestra de un 


aa o calculando de dos maneras el volumen del sólido 
SXx<4,0U< y < f(x),0 < 2 < g(x); el caso particular g(x) = x”, 


3 


ordenadas Y sean proporcionales a las áreas y ydx, es decir, 
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E desempeña un papel importante a la 


a 


(loc. cit., pp. 19-21) y en A e 
trabajo lleva el significativo titulo de: «£? na 
de las ecuaciones de las curvas, y SUS aplicacione 
e E pr 
ción de espacios curvilineos en e 
no lo demuestra, sin duda, porque E pe 
1 Estos teoremas 

de publicar Pascal. | )s teorel « : 
irnos una combinación de integración por P 
de variables, desempeñan un poco e 2d 
mucho en introducirse; en efecto, 
forma de pensamiento, todavía muy geon a 
lítico, de la época, permitir el uso de a 

> a Ñ 
«impone» la figura, €s decir, una a otra de 
coordenadas polares) y, más tar E eS 
encontramos en Pascal ([244], t. 1X, Pe O 
notación moderna, se escriben, ponien 


para ciertas funciones f(x) particulares: 


yl odias iÑ "Oya 
0 0 


io de variable 
Barrow en posesión del teorema general del cambio d 


([26 b1, pa 
reduce a lo siguien : 
o y sea p la pendiente de la gráfica 


, E 6 
, entonces, si las funciones f(x) y g 
0) = p, para todo par de valores 


las áreas de flxcidx y al g(y)dy, tomadas entre los límites correspon- 
as á | , 

áreas son siempre: 
mente que f y g sean de signo cons-. 
esta recíproca sirve naturalmente pará 


dientes, son iguales; recíprocamente, s1 esta 
iguales (suponiendo implícita 
tante), se tiene p = f(x)/20»), 


vez en Pascal . 
. 271); este último, cuyo | 
a E 


tre sí y con espacios rectilíneos...», A 
til repetir lo que acababa E 
utación», en los que | 
artes y de cambio 
| papel de estos últimos, dde a 
rata de algo contrario a la. 
ométrico y muy poco ana-. a 
de las que 
las coordenadas (o a veces. | 
el arco de curva: De este modo, E 
76) resultados que, en. 


e 


- u arco: 
y, en Gregory ([ 136 d]), p. 489), para una curva y = fx) y su arco 


7 Fy?, Hasta 1669 no vemos a. 

5, $ vas = fas siendo 7 = y y 1 + y Ha: i . 
Se 
1 como siempre geométrico, 

-299 su enunciado, com e S 
: 8 sean x e y ligadas por una relación monó- 
de esta relación en el punto. 
) son tales que se tenga. 
correspondientes (x, y) . 
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aplicar el teorema a la resolución de ecuaciones diferenciales (por 
«separación de variables»). Pero dicho teorema solamente es in- 
cluido por Barrow en un apéndice (Lect. XI, ap. III, teor. IV) en 
el que, haciendo observar que muchos de los resultados anteriores 
no son más que casos particulares de él, pide disculpas por haberlo 
descubierto demasiado tarde y no haber podido hacer más uso de 
dicho resultado. 

Así pues, la situación hacia 1670 es la siguiente. 
mediante procedimientos uniformes los problemas relativos a la 
derivada primera, y Huygens ha abordado cuestiones geométricas 
relativas a la derivada segunda. Se sabe reducir todos los problemas 
de integración a cuadraturas, se está en posesión de técnicas variadas, 
de naturaleza geométrica, para reducir unas cuadraturas a otras, en 
los casos mal clasificados, y ya se tiene la costumbre, desde este 
punto de vista, de manejar las funciones circulares y logarítmica; 
se ha tomado conciencia de la relación entre diferenciación e inte- 
gración; se ha comenzado a abordar el «método inverso de las 
tangentes», que es el nombre dado en esta época a los problemas 
que se reducen a ecuaciones diferenciales de primer orden, El sensa- 


cional descubrimiento de la serie log (1 + x) = - 2 (=x)"/n por 


Se sabe tratar 


Mercator abre perspectivas completamente nuevas sobre las aplica- 
ciones de las series, y fundamentalmente de las series de potencias, 
a los problemas denominados «imposibles», En revancha, las filas 
de los matemáticos se aclaran considerablemente: Barrow cambia 
el sillón de profesor por el púlpito de predicador, y dejando aparte 
2 Huygens (que ha realizado ya casi toda su obra matemática, habien- 
do obtenido todos los resultados importantes de su Horologium 
Oscillatorum, que se dispone a redactar definitivamente), los únicos 
matemáticos activos son Newton en Cambridge, y J. Gregory aislado 
en Aberdeen, a los que pronto se unirá Leibniz con un ardor de 
neófito. Los tres, Newton a partir de 1665, Gregory a partir de la 
publicación de Mercator de 1668, y Leibniz a partir más o menos 
de 1673, se consagran fundamentalmente al estudio del tema de 
moda, las series de potencias. Pero, desde el punto de vista de la 
clasificación de los problemas, el efecto principal de los nuevos mé- 
todos parece haber sido el de suprimir toda distinción entre ellos; en 
efecto, Newton, más analista que algebrista, no duda en anunciar 
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a Leibniz en 1676 ([198 d], p. 224) que sabe resolver todas las ecua- 
ciones diferenciales$, a lo que responde Leibniz ([198 d], pp. 248- 
249) que de lo que se trata es por el contrario de obtener siempre 
que se pueda la solución en términos finitos «suponiendo las cuadra- | 
turas», y también de saber si toda cuadratura puede reducirse a las 
del círculo y la hipérbola como se ha constatado en la mayor parte 
de los casos considerados; a este propósito recuerda que Gregory 
creía (con razón, como sabemos hoy) que la rectificación de la elipse 
y de la: hipérbola eran irreducibles a las cuadraturas del círculo y - 
de la hipérbola, y Leibniz se pregunta hasta qué punto el método 
de las series, tal y como Newton lo emplea, puede dar la respuesta. 
a estas cuestiones. Por su parte, Newton se declara en posesión de 
criterios ([/98 d], pp. 209-211), que no indica, para decidir, en apa- 
riencia a partir del examen de las series, acerca de la «posibilidad» -. 
de. ciertas cuadraturas (en términos finitos) y da como ejemplo - | 


de clasificación se plan ¡ e 
biando, el siglo Sd me pa pS O sl 
E) Interpolación y cálculo de diferencias. Este tema (del 

separaremos el estudio de los coeficientes del binomio) e DE E 
pronto, y se continúa a lo largo de todo el siglo en virtud de OE 
teóricas y prácticas a la vez. En efécto, una de las grandes SN 
de la época es el cálculo de tablas trigonométricas logarítmicas , 
náuticas, que se habían hecho necesarias a causa de los rápid z 
PIOgresos de la geografía, de la navegación, de la astronomía t a 
y práctica, de la fisica y de la mecánica celeste, y muchos o, 
matemáticos más eminentes, desde Kepler hasta Hluvacas Ne a he 
toman Parte en ella, bien sea directamente, bien sea Aer SA 
investigación teórica de los procedimientos de a e 
Ms 38 | proximación más 
0 ea a oa en el uso e incluso en la confec- 
(muy interesante) una serie para la integral / “(1 + xYdx. ciendo la precisión de o Na a : E 6 e 
] | ia : > n el siglo xvi 
Vemos así el inmenso progreso que se ha realizado en menos -. 

de diez años: las cuestiones de clasificación se plantean ya en estas... 
cartas en términos completamente modernos; si uno de los pro-" 
blemas planteados por Leibniz ha sido resuelto en el siglo xix por 
la teoría de las integrales abelianas, el otro, acerca de la posibilidad 
de reducir a cuadraturas una ecuación diferencial dada, permanece 
todavía abierto, a pesar de algunos trabajos recientes importantes. 
Si esto es así se debe a que Newton y Leibniz, cada uno por su lado, 
redujeron a un algoritmo las operaciones fundamentales del cálculo: 
infinitesimal; basta con escribir, en las notaciones de que se sirven: 
uno y otro, un problema de cuadratura o una ecuación diferencial 
para que aparezca inmediatamente su estructura algebraica, sepa= 
rada de su ganga geométrica; los métodos de «trasmutación» se 
escriben igualmente en términos analíticos simples, los problemas 


pas oe constantes, así vemos cómo Briggs, por ejemplo 
(E: ) cap. 13), hace uso de las diferencias de órdenes Superiores 
a incluso de orden bastante elevado, en el cálculo de los logaritmos. 
Pri a a Newton ([233a], t. 1, pp. 271-282 y [233 b], 
, ¡Ema 53; véase también [114)) y J. Gre 
120), cada uno por su lado, reali . A 
za ) > Fealizar paralelamente investigaci 
sobre la interpolación y las series d las, y or 
E : € potencias, y ambos lle 
métodos además bastante diferentes : El de 
mét 1d j » Por una parte a la fó 
ad Por polinomios llamada «de Newton», y men des, 
e dl inómica (1236 dl, p. 131; [198 d], p. 180), y a los principales 
ne ro a en sertes de potencias del análisis clásico ([136 d]; [233 a] 
q os dsd bae ho o Da 
stos ) an influido mutu 
también indudable que estuvieron ligados en la a OS 


Ñ tas, que no se hace direct: ntre E inf 1 e . I ft 
2 mbio de car p 


los interesados, sino oficialmente por intermedio del secretario de la Royal Society, 
Newton «se adelanta» enunciando su método como sigue: 5accdae 106ffh 121... 
rrrsssssttuu, anagrama en el que se encierra el método de resolución por medio de. 
una serie de potencias con coeficientes indeterminados ([198 d], p. 224). . 
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no aparezca en ellos ninguna demostración cuidada de convergencia, 

del estilo de la de Lord Brouncker más arriba citada, ambos se 

refieren constantemente a la convergencia de su 

punto de vista práctico de su adecuación para el cálculo. Así es 

como vemos a Newton, en respues 

Collins con fines prácticos ([262], 
N 


cálculo aproximado de > +5 


t. IL, pp. 309-310), aplicar al 


un caso particular del método de sumación llamado de Euler- .: 


Maclaurin. 

Aparece también muy pronto el pro 
«valores de una función a partir de sus diferencias, 
procedimiento práctic 
integración de una ecuación 
niendo que resolver con vistas a una 


. E do 
que nosotros enunciaríamos 7 = sec 


de valores de sec £, según intervalos sucesivos de un segundo de. 
arco ([338]; cf. [230 b1, p. 97), obteniendo de modo natural algo E 


muy parecido a una tabla de valores de log te + > y esta coinci- E 


dencia, ya observada desde el cálculo de las primeras tablas de 
log tg £, no fue explicada hasta la integración de sec t por Gregory. | 


en 1668 ([136 c] y [136 d], pp. 7 y 463). 
Pero estas cuestiones tienen también un aspec 


rico e incluso aritmético. Convengamos en designar por A"x, las. 
sucesiones de diferencias sucesivas de una sucesión (X,)nen, definidas 
por recurrencia mediante. la fórmula AX, = Xp+1 — Am NX = 

A(A"7*x,), y emplear la notación S” para la operación inversa de 
A y de sus iteradas, poniendo entonces y, = SX, si yo = 0, Ay, = 


s series desde el a 


ta a una cuestión planteada por 


, para valores grandes de N, E 


blema del cálculo de los - | 
, empleado como E 
o de integración, e incluso, puede decirse, de 
diferencial. Así Wright, en 1599, te- 
s tablas náuticas un problema . 


t = ——, procede por adición 
cos f 


to puramente teó- 
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2, 3 ; A 
Se y E x, son las de los números «triangulares» y «piramidales», 
ya estudiadas por los aritméticos griegos, y se tiene en general 


r AR n 
Six, = (5) para n > r (y S'x, =0 para n < r); 


habiéndose introducido estas sucesiones, desde este punto de vista 
en todo caso en el siglo xv1; aparecen también de un modo natu 1 
en los problemas combinatorios, que, bien sea por sí mismos bier 
sea .a propósito de las probabilidades, desempeñaron un l Bol 
bastante importante en las matemáticas del siglo xvH, en Foral 
y Pascal por ejemplo, y más tarde en Leibniz. Se presentan tambié 

en la expresión de la suma de las potencias m-ésimas de los N . 
meros enteros, cuyo cálculo, como hemos visto, es la base A E 


integración de ie x"dx para m entero, según el primer método de 


Fermat (17091, t. II, p. 83). Así procede también Wallis en su Arithme 
tica Infinitorum (Aritmética de los infinitos) ([326 a], t. 1 pp 355- 
478), sin conocer los trabajos (no publicados) de Fermat y sin tener 
otro conocimiento (según nos dice) del método de los indivisible 
aparte de la lectura de Torricelli; bien es cierto que Wallis o 
presuroso de llegar al final, no se detiene en un trabajo a 
una vez obtenido el resultado para los primeros valores enteros de 
Pe E eS «por inducción» para todo m entero y pasa 
rrectamente desde aquí a m = 1/n para n el 1é 
medio de una «inducción» aún a id 
racional cualquiera. Pero en lo que radica el interés y la originalidad 
de su trabajo es en remontarse progresivamente a partir de aquí 


al estudio de la integral «euleriana» Im, ñ)= / "a — x” dx (cuyo 
E 0 $ 


valor, para m y n > 0 es F(m + 1)Fn y 
> + 1)/T(m + n + 1)), y otras 
parecidas, construye, para m y n enteros, la tabla de cer de 


Ka, y S'x, = S(S”7 *x,), se tiene 


, Lc asi 
Six, == ll Bco )». 


p=0 


, 


1TGn, n), que no es otra cosa que la de los enteros ("+ ” y 
] .4 e 


si . , a LA 
iguiendo métodos casi análogos a los que se siguen hoy día para 


en particular, si xp = 1, para todo ñ, se tiene Sxp = n, las sucesiones. | €xponer la teoría de la función T, llega a un producto infini 
ie , ucto miimito para 


Bourbaki, 9 
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1 E 3) ) ; por otra parte no es difícil convertir su “fp 


método en uno correcto por medio de integraciones por partes y 
de cambios de variable muy sencillos, y de la consideración de | 
I(n, n) para todos los valores reales de m y n, en lo que no se podía | 
pensar mucho entonces, pero que el análisis newtoniano iba a hacer 
posible enseguida. En todo caso, la «interpolación» realizada por | 


: _(m an A o 
Wallis de los enteros 0 con valores no enteros de m (más * 


Ftodx como el valor de la razón de la «suma de todas las orde- 


0 
nadas de la curva» - 

a Pe 
E (1 EN E P 
(())-2.(%): 


con la «unidad» N = dea n Ipara N = 00 ([244], t. VIH, pp. 352- 


355), o bien, cuando abandona este lenguaje por el lenguaje correcto 
de la «exhaustión», como .el límite de esta razón cuando N crece 
indefinidamente. Pero, teniendo presentes problemas de momentos 
observa que, cuando se trata de masas discretas, y, repartidas se Uh 
intervalos equidistantes, el cálculo de la masa total se reduce . l 

operación Sy, definida más arriba, y el cálculo: del momento a A 


exactamente con valores de la forma n = p/2, siendo p entero impar) 
sirve de punto de partida al joven Newton ([198 d], pp. 204-206), 
llevándole, en primer lugar, con el estudio del caso particular 
(1 — 129 a la serie binómica, y luego de aquí a la introducción: 
de x” (con esta notación) para todo a real, y a la diferenciación de 
x* mediante la serie binómica, y :todo esto realizado sin grandes 
esfuerzos para obtener demostraciones, ni siquiera definiciones rigu- 
rosas; además, y esto es una innovación notable, del conocimiento 
de la derivada de x” deduce JE x“dx para a+ —1 ([233 a], t. IL pp- 2 que llama las «sumas triangulares de las ordenadas», es decir, en 


26 y [198 d], p. 225). Además, aunque muy pronto estuviese en. 
posesión de métodos mucho más generales de desarrollo en serie 
de potencias, como el llamado del poligono de Newton (para las 
funciones algebraicas) ([198 d], p. 221) y el de los coeficientes inde- 
terminados, vuelve numerosas veces en sus trabajos posteriores, con | 
una especie de predilección, a la serie binómica y a sus generaliza- 
ciones, y a partir de aquí, por ejemplo, parece haber obtenido el 


nuestro lenguaje, 1 : límites « = a ¡ 
:nguaje, los do de las sumas N 5 (5) es decir, 
las inte | a e NE o EAN 
integrales F,(x) il 5 (x)dx; una nueva iteración le propor- 
ciona las «sumas piramidales» Fi) = dl EsGodx, límites de N-393 
4 E ses ne : eS 
(s (5) ) el contexto señala además con toda claridad que si se 


detiene aquí no es a causa de una falta de generalidad en su pensa- 
miento ni en su lenguaje, sino solamente porque no piensa utilizar 
más que las anteriores, cuyo empleo sistemático está en la base de 
una buena parte de sus resultados, y de las que demuestra m 

pronto las propiedades que nosotros escribiríamos : dl 


desarrollo de al (1 + x)Pdx, del que nos hemos ocupado más 


arriba ([198 d], p. 209). : ce 
Sin embargo, la evolución de las ideas en el continente es muy - 


diferente y mucho más abstracta. Pascal había coincidido con Fermat 
en el estudio de los coeficientes del binomio. (donde forma lo que él. 
llama «triángulo aritmético») y su uso en el cálculo de probabili- 
dades y en el cálculo de diferencias, y al abordar la integración 
introduce las mismas ideas. Al igual que sus predecesores, cuando 
emplea el lenguaje de los indivisibles, considera la integral F(x) =- 


Eo [6 da, ESO => [76 aca 


(1244], t. VIIL pp. 361-367), y todo esto sin escribir una sola nda? 


operación S? iS a O ja | 
peración S”y,, e itera por analogía la operación je para formar lo 
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pero en un lenguaje tan transparente y preciso que puede transcri- 
birse inmediatamente en fórmulas tal y como acabamos de hacer. ' 
En Pascal, al igual que en sus predecesores, pero de una forma mucho" 
más clara y sistemática, la elección de la variable independiente 
(que es siempre unas de las coordenadas, o bien el arco sobre la curva) : 
está implicita en el convenio que hace que los puntos de subdivisión 
sean equidistantes (aunque «infinitamente próximos») sobre el inter- 
valo de integración; según los casos, estos puntos están situados bien . | 
“sobre el Ox, bien sobre el eje Oy, o bien sobre el arco de curva, ES 
y Pascal tiene buen cuidado de no dar lugar a ninguna ambigiedad .. 
sobre este punto ([244], t. VIIL, pp. 368-369). Cuando tiene que - | 
hacer un cambio de variable lo hace siguiendo un principio que 


viene a decir que el área 0 A idx puede escribirse en la forma | 


S(f(u)JAx:) para toda subdivisión del intervalo de integración en : | 
intervalos «infinitamente pequeños» Ax,, iguales o no ([ 244], t. IX, 
pp. 61-68). | | 

Como se ve, estamos ya muy cerca de Leibniz, y podemos decir 
que fue una feliz casualidad el que éste, cuando quiso iniciarse en 
las matemáticas modernas, encontrase a Huygens, que le puso inme-.. 
diatamente entre las manos los escritos de Pascal ([ 198 d], pp. 407- 
408); Leibniz estaba particularmente preparado parz ellos por sus. 


y : LE 
2) y la omite al principio en su notación de la integral, que apa- 


rece como li y más bien que como E ydx, pero no tarda mucho en 
0% 
introducirla, y continúa haciéndolo sistemáticamente una vez que 
se da cuenta de su carácter invariante respecto a la elección de la 

variable independiente, lo que le dispensa de tener siempre presente | 
dicha elección en su mente?, y muestra no poca satisfacción cuando 
al volver al estudio de Barrow, que había dejado de lado hasta en- 
tonces, encuentra que el teorema del cambio de variables, al que 
tanta Importancia daba Barrow, se obtiene inmediatamente con su 
propia notación ([198 d], p. 412). Además, mientras lleva a cabo 
todo esto, se mantiene muy cerca del cálculo de diferencias, del que 
su cálculo diferencial se deduce mediante un paso al límite que 
sería desde luego bastante trabajoso. de justificar rigurosamente y 
en la continuación insiste complacido en el hecho de que sus pri- 
cipios se aplican indiferentemente a uno y otro. Por ejemplo, cita 
expresamente a Pascal, cuando en su correspondencia con o 
Bernouilli ([198 a], t. TIL p. 156), refiriéndose a sus primeros tra- 
bajos, da una fórmula de cálculo de diferencias que es un caso 
particular de la de Newton, y deduce de ella por «paso al límite» 


reflexiones sobre el análisis combinatorio, y sabemos que los estudió. OS y diy yn 
atentamente, lo que se refleja en su obra. En 1675 le vemos transcribir a fórmula y = 2 >= Wa yr (donde y es una función que se 


el teorema de Pascal arriba citado en la forma omn(x0) = x . omn wm. 
—omn(omn 6), donde omn es una abreviatura para la integral de. 


dy : 
anula para x =0, y las — son sus deri 
w-tomada desde O hasta x, que Leibniz, algunos días después, susti- de ies dd 


la variable), fórmula equivalente a una semejante que Bernoulli 
acaba de comunicarle ([798 a], t. III, p. 150 y [20 a], t. 1, pp. 125-128) 
y que éste demuestra mediante integraciones por partes sucesivas. 
Esta fórmula, como. vemos, se parece mucho a la serie de Taylor. 
y es este mismo razonamiento de Leibniz, por paso. al límite a par- 
tir del cálculo de diferencias, el que Taylor vuelve a encontrar en 


tuye por fo (inicial de «suma omnium 0») a la vez que introduce. 


d para la «diferencia» infinitamente pequeña o, como dirá enseguida, 
la diferenciai ([ 198 d], pp. 147-167). Considerando estas «diferen-.. 
cias» como magnitudes comparables entre sí pero no con las magni- 
tudes finitas, toma además casi siempre, explícitamente o no, la. 
diferencial dx de la variable independiente x como unidad, dx = 1. A : : : 
sa «A dvertí que se tuviese cuidado de no omitir dx..., falta cometida frecuentemente 
y que impide seguir adelante, debido al hecho de que de este modo se quita a estos indivi. 
sibles, como aquí dx, su generalidad... de la que nacen innumerables transfiguraciones 


(o que es equivalente a identificar la diferencial dy con la derivada 
: a y equipolencias de figuras» ([198 al, t. V, p. 233). 
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de Pascal es especialmente claro y Preciso, y aunque no se comprenda 
muy bien por qué se niega a Usar notaciones algebraicas, no ya la 
de Descartes, sino también la de Viete, no se puede por menos de 
admirar la proeza realizada, que solo su dominio de la lengua le ha 
permitido llevar a cabo. . : 

Pero dejemos pasar algunos años, y todo cambiará de aspecto. 
«Newton es el primero en concebir la idea de remplazar todas las 
Operaciones, de carácter geométrico, del-Análisis infinitesimal con- 
temporáneo, por una única Operación analítica, la diferenciación, 
y por la resolución del problema Inverso, operación que desde luego 
el método de las series de potencias le permitía realizar con toda 
facilidad. Basando su lenguaje, como hemos visto, en la ficción de 
un parámetro «temporal» universal, llama «fuyentes» a las cantidades 
variables en función de este parámetro, y «fuxiones» a sus derivadas. 
Newton no parece haber dado una importancia especial a las nota- 
ciones, e incluso más tarde sus fanáticos se vanaglorian de la carencia 
de una. notación sistemática; sin embargo, él mismo toma desde el 
principio, para su uso personal, la costumbre de designar la fuxión 


; | s 
1715 para obtener «su» serie [305]*”, sin hacer por otra parte gran 
so de ella. A IIA E 
Sp) Se habrá observado ya, contenida implícitamente en 7 Be 
ción descrita más arriba, la algebrización TS del : E de 
itesi j ió un cálculo operaciona 
infinitesimal, es decir, su reducción a e ol 
j j tación de carácter algebraico. 
de un sistema uniforme de notación idad (1198 a] 
ja indi bniz con toda claridad ([! , 
abía indicado muchas veces Lei ÓN 
E V, pp. 230-233), se trataba de hacer con el nuevo análisis lo o e 
que había hecho Viéte con la teoría de las E ze ea ls E 
Í der su necesidad basta c 
con la geometría. Para comprender ie 
Api E : dejamos de tener ante los 0] 

Igunas páginas de Barrow; nunca Sa EN 
Aeóra Mi complicada, descrita previamente con toda EA, El 
dad; en las 100 páginas (Lect. V-XII) que forman lo esencial. 2 

bra hay no menos de 180 figuras. has 
] Es dato que no podía hablarse mucho de la ii El 
mientras no apareciese alguna unidad O Pe la E ES pi E E 

lenci étricas: Sin embargo, Grego "E 

de las apariencias geométricas io Y 
¡ j con el nombre de «ductus plani in pla- 
Vincent introduce ya [/35], con el nc nl ducirs ala , | 
a omposición que viene a reduci E e A | 

MARA Es Ai » se : por un punto, es decir, Pp por x, E por X, etc. En lo que se refiere 
F)g(x)dx consideradas como . Í E 


empleo sistemático de integrales 
a a 


a la integración, parece como si Newton, al igual que Barrow, no 
la hubiese considerado nunca más que como un problema (hallar 
la fluyente conociendo la fluxión, es decir, resolver x =. F()), y no 
como una operación; tampoco emplea ningún nombre para la in- 
tegral ni, a lo que parece, ninguna notación habitual texcepto algunas 


veces un cuadrado o 0Of(t) para ran, ¿Es esto debido a 


que le repugne dar un nombre y un signo-a un ente que no está defi- 
nido de una manera unívoca, sino solamente salvo una constante 
aditiva? A falta de un texto, lo único que puede hacerse es plantear 
la cuestión. : 

Todo lo que tiene Newton de empírico, de concreto, de circuns- 
pecto en sus mayores atrevimientos, lo tiene Leibniz de sistemático, 
de generalizado , de innovador aventurado y a veces temerario. 
Desde su juventud tuvo ya en la cabeza la idea de una «característica» 
o lenguaje simbólico Universal, que sería respecto al conjunto del 
pensamiento humano lo que es la notación algebraica respecto del 


volúmenes de sólidos a <x<b,05 y <f o > a E 
a ¡ ecuencias que > 

está muy lejos de obtener las consecuen ec O 
OS vi j lido. Wallis, en 1655, y Pascal, 
hemos visto, del estudio del mismo só ecos Y 
1 nera, lenguajes de carácter alge- E 

en 1658, fabrican, cada uno a su ma: a a 
j ibir ninguna fórmula, redactan enunc: E 
braico en los que, sin escribir ningu AO Y 
ibirse inn tamente en fórmulas de ade: 
ue pueden transcribirse inmedia : E 
ie una vez que se ha comprendido -el mecanismo. El ICE o 


10 Para el cálculo de las diferencias, Taylor podía oo d . 
los resultados de Newton, contenidos en un famoso lema de 53 dee de O a 
Libro III, lema 5) y publicados más ampliamente en 1711 e nea 7 A 
En cuanto a la idea de pasar al límite, parece tipicamente ei 0% ho 
trabajo creer en la originalidad de Taylor sobre este punto si de eE O e 

toda época numerosos ejemplos de discípulos ignorantes de to A a 
en ie de su maestro y amo. Taylor no cita ni a Leibniz ni a Bernoul 1, pe 4 E 5 A 
ER Newton-Leibniz estaba al rojo vivo; Taylor era secretario de. la Roya E 
Society y Sir Isaac era su todopoderoso presidente. 
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el «cálculo exponencial», es decir, la consideración sistemática de las 
exponenciales a*, x*, x” en las que el exponente es una variable. 
Sobre todo, en tanto que Newton introduce las fluxiones de orden 
superior solamente en la estricta medida en que le son necesarias en 
cada caso concreto, Leibniz se orienta inmediatamente hacia la 


álgebra, en el que todo nombre o todo signo fuese la llave de todas las 
cualidades de la cosa significada, y que no pudiese emplearse correc- 
tamente sin tener que razonar correctamente por ello (ver p. 19). 
Resulta muy fácil considerar un proyecto de este tipo como quimé- 
rico, sin embargo, no es una casualidad que su autor fuese la misma 
persona que debía reconocer y aislar los conceptos fundamentales 
- del Cálculo infinitesimal y le dotase de notaciones más o menos defi- 
nitivas. Hemos asistido más arriba al nacimiento de éstas, y hemos 
observado el cuidado con el que Leibniz, que parece consciente de 
su misión, va modificándolas progresivamente hasta darles la senci- 
ltez y sobre todo la invariancia que va buscando ([/98 a], t. Y, 
pp. 220-226 y 226-233). Es importante señalar aquí que, desde el 
momento en que las introduce (sin saber nada todavía de las ideas 


creación de un «cálculo operacionab» mediante la iteración de d y de / 


Tomando, poco a poco, clara conciencia de la analogía entre la 
multiplicación de números y la composición de operadores de su 
cálculo, adopta, atrevida y acertadamente, la notación exponencial 
para escribir las iteradas de d, escribiendo, por tanto, d” para la iterada 
n-ésima ([ 198 d], pp. 595 y 601*?, y [198 a], t. V, pp. 221 y 378) e 


de Newton), tiene la concepción clara de | y de d, de la integral y de incl 1 y gor ¡ | 
incluso d”* y d”” para | y sus iteradas ([ 198 a], t. 111, p. 167); incluso 


la diferencial, como operadores inversos uno del otro, Desde luego, 
al proceder así no puede evitar la ambigijedad inherente a la integral 
indefinida, que es el punto débil de su sistema, en el que se mueve 
con habilidad, al igual que sus sucesores. Pero lo que sorprende desde 
la primera aparición de los nuevos símbolos, es el ver que Leibniz 
se preocupa enseguida de formular sus reglas de empleo, se pregunta 
si (xy) = dxdy ([198 d], pp. 165-166) y se contesta negativamente, 
hasta llegar progresivamente a la fórmula correcta ([198 a], t. V; 
pp. 220-226), que más tarde generalizaría con su famosa fórmula 
para d*(xy) ([198 a], t. III, p. 175). Desde luego, en tanto que Leibniz 
realiza estos tanteos, Newton hace ya diez años que sabe que z = xy e] 
implica ¿2 = Xy + x), pero no se molesta nunca en decirlo, consi- -.. 
derándolo como un caso particular, indigno de ser mencionado, de 
su regla para diferenciar una relación F(x, y, 2) = 0 entre fluyentes. a 
Por el contrario, la principal preocupación de Leibniz no es la de 
emplear tales métodos en la resolución de problemas concretos, ni: 
tampoco la de deducirlos a partir de principios rigurosos € inata- 
cables, sino ante todo el de construir un algoritmo basado en el ma- 
nejo formal de ciertas reglas simples. Esto le lleva a mejorar la nota- 
ción algebraica mediante el empleo de paréntesis, a adoptar progresi- E 
vamente la notación log x o lx para el logaritmo** y a insistir sobre a 

11 Pero no tiene ningún signo para las funciones trigonométricas, ni (a falta de e 
un símbolo para e) para el «número cuyo logaritmo es x». 


intenta dar un sentido a d” para a real cualqui 

pp. 301-302 y t. HI p. 228). a ós dd 
Esto no quiere decir que Leibniz no se interese por las aplicaciones 
de su cálculo, sabiendo muy bien (como repite a menudo Huygens 
([198 d], p. 599)) que constituyen su piedra de toque, pero carece 
de paciencia para profundizar en ellas, y busca, sobre todo, las oca- 
siones que le permitan formular nuevas reglas generales. A esto se 
debe el que, en 1686 ([198 a], t. VII, pp. 326-329) se preocupe de la 
curvatura de las curvas y del circulo osculador, para llegar, en 1692. 
([198 a], t. VIL, pp. 331-337), a los principios generales relativos al | 
contacto de las curvas planas *?; en 1692 ([798 a], t. V, pp. 266-269) 


12 , . 
«...e5 más O menos como si, en vez de las raices y potencias, se quisieran sustituir 


siempre letras, y en vez de xx, o x?, poner m o n, después de haber declarado que estas 
deben ser las potencias de la magnitud x. Juzgad, señores, lo molesto que esto resultaria 
Lo mismo sucede con dx o ddx, y las diferencias son afecciones de magnitudes indeter- 
minadas en sus lugares de la misma manera que las potencias son afecciones de una * 
magnitud tomada separadamente. Me parece pues que es mucho más natural designarlas 
de ta modo que se conozca inmediatamente la magnitud cuyas afecciones constituyen.» 
Aquí comete en primer lugar un error singular, al creer que el «círculo e 
besa» (el círculo osculador) tiene en el punto de contacto cuatro puntos comunes 
con la curva, y le cuesta mucho trabajo aceptar más tarde las objeciones de los her- 
manos Bernoulli sobre este tema ([198 a], t. JIL pp. 187-188, 201-202 y 207). 
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convenientemente precisada, volver a aparecer en el siglo xix, no 
podía luchar entonces contra la confusión creada por Descartes, 
cuando éste había, en primer lugar, expulsado de la «geometría» 
todas las curvas no susceptibles de una definición analítica precisa, 
y, en segundo lugar, restringido únicamente a las Operaciones alge- 
braicas los procedimientos de formación admisibles en tal definición. 
Es cierto que, en este último punto, no fue seguido por la mayoría 
de sus contemporáneos; poco a poco, y a veces por caminos muy 
indirectos, diversas operaciones trascendentes, el logaritmo, la 
exponencial, las funciones trigonométricas, las cuadraturas, la reso- 
lución de ecuaciones diferenciales, el paso al límite, la sumación 
de series, van adquiriendo el derecho de ciudadanía, sin que sea 
fácil para cada una de ellas indicar el momento preciso en que se da 
el paso adelante; además, el primer paso hacia adelante es seguido 
a menudo de otro hacia atrás. En lo que se refiere al logaritmo, por 
ejemplo, deben considerarse como etapas importantes la aparición 
de la curva logarítmica (y = a% o y = log x, según la elección de los 
ejes), la de la espiral logarítmica, la cuadratura de la hipérbola, el 
desarrollo en serie de log (1 + x), e incluso la adopción del símbolo 
log x o 1x. En lo que se refiere a las funciones trigonométricas, y 
aunque se remonten a la antigúedad en cierto sentido, es interesante 
señalar que la sinusoide no aparece al principio como definida por 
una ecuación y = sen x, sino más bien, en Roberval (1263], pp. 63-65), 
como «acompañante de la ruleta» (en concreto, se trata de la curva 


RÍ( 1 ES 
y= 1=c0s 7 ) ), 


es decir, como curva auxiliar cuya definición se deduce a partir de la 
cicloide. Para encontrar la noción general de expresión analítica 
hay que llegar hasta Gregory, que la define, en 1667 (L769 a], p. 413), 
como una cantidad que se obtiene a partir de otras cantidades me- 


" y 1694 ([ 798 a], t. V, pp. 301-306), sienta las bases de la teoría de las 
envolventes; en 1702 y 1703, juntamente con Juan Bernoulli, lleva a 
cabo la integración de las fracciones racionales por descomposición $0 | 
elementos simples, pero al principio de una manera formal y sin darse E 
bien cuenta de las circunstancias que acompañan la presencia de 
factores lineales complejos en el denominador ([198 a], t. V, pp. 350- 
366). A esto se debe también el que un día de agosto de 1697, medi- 
tando en un viaje en coche acerca de problemas del cálculo de varia- 
ciones, tenga la idea de la regla de diferenciación respecto a un pará- 


metro bajo el signo / y, entusiasmado, se la envía inmediatamente 


a Bernoulli ([ 198 a], t. II, pp. 449-454). Pero, cuando él llega aquí, 
los principios fundamentales de su cálculo han sido aceptados hace 
tiempo, y su uso ha empezado a extenderse: la algebrización del 
Análisis infinitesimal ya se ha realizado. : 

G) La noción de función es introducida y precisada de muchas 
maneras a lo largo del siglo xvn. Toda cinemática se basa en una 
idea intuitiva, y de algún modo experimental, de las cantidades varia- - | 
bles con el tiempo, es decir, de funciones del tiempo, y ya hemos 
visto cómo se llega así a la función de un parámetro, tal como apa- 
rece en Barrow, y, con el nombre de fluyente, en Newton. La noción É 
de «curva cualquiera» aparece a menudo, pero no se precisa casi 
nunca; puede que se haya concebido muchas veces en forma cine- 
mática o en todo caso experimental, y sin que se considerase necesario 
que una curva fuese susceptible de una caracterización geométrica ES 
o analitica para poder ser objeto de razonamientos. Así sucede, en. 
particular (por razones que podemos comprender hoy mejor), 
cuando se trata de la integración, por ejemplo, en Cavalieri, Pascal 
y Barrow; este último, razonando sobre la curva definida por x = cf, 


: SS d : 20 di: E : e a 
y = f(t) con la hipótesis de que en sea creciente, dice, incluso, expre- diante una sucesión de operaciones algebraicas «o de cualquier otra 
A t Ñ operación imaginable», e intenta precisar esta noción en su prefacio 
dy ([169 a], pp. 408-409), explicando la necesidad de añadir a las cinco 


er A ay yaa pe 
des EEE cti dc Be 20 ia go operaciones del álgebra ** una sexta operación, que no es otra cosa 
una ley cualquiera, o bien irregularmente» ([ 16 b), p. 191), es decir, ; 
según diríamos nosotros, según sea o.no susceptible de una definición 
analítica, Desgraciadamente, esta idea clara y fecunda, que debía, 


14 Se trata de las cuatro operaciones racionales y de la extracción de raíces de 
orden cualquiera; J. Gregory no dejó nunca de creer en la posibilidad de resolver 
por radicales las ecuaciones de todos los grados. 
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cálculo, con sus nociones y sus notaciones, queda constituido en la 
forma que le había dado Leibniz. Los primeros discípulos, Jacobo 
y Juan Bernoulli, rivalizan en descubrimientos con el maestro, 
explorando ampliamente los ricos filones cuyo camino les había 
mostrado. El primer tratado de Cálculo diferencial e integral fue 
escrito en 1691 y 1692 por Juan Bernoulli** para uso de un marqués 
que resultó ser un buen alumno. Poco importa por otra parte el que 
Newton se decidiese por fin, en 1693, a publicar parsimoniosamente 
un breve resumen de sus fluxiones ([326 a], t. IL pp. 391-396); si 
en sus Principia había materia para alimentar las meditaciones de 
más de un siglo, en el terreno del Cálculo infinitesimal es alcanzado 
y, en muchos puntos, superado. 

Los puntos débiles del nuevo sistema son además visibles, al 
menos a nuestros ojos. Newton y Leibniz, suprimiendo de golpe 
una tradición dos veces milenaria, otorgaron el papel principal a la 
diferenciación, y redujeron la integración a no ser otra cosa que 
su inversa; será necesario todo el siglo xix y una parte del xx para 
restablecer un justo equilibrio, colocando la integración en la base. 
de la teoría general de las funciones de variable real y sus generaliza- 
ciones modernas (ver p. 308). A esta inversión del punto de vista se 
debe también el papel excesivo y casi exclusivo que toma en Barrow y, 
sobre todo, a partir de Newton y Leibniz, la integral indefinida a 
expensas de la integral definida: también aquí el siglo xx fue el que 
hubo de poner las cosas en su sitio. Por último, la tendencia propia- 
mente leibniziana al manejo formal de los símbolos debía ir acen- 
tuándose a lo largo de todo el siglo xv1m, mucho más allá de lo que 
podían permitir los recursos del análisis de la época. En particular, 
hay que reconocer que la noción leibniziana de diferencial no tiene 
en realidad ningún sentido y a comienzos del siglo xIx cayó en un 
descrédito del que solo ha ido recuperándose muy poco a poco, y si 
bien el empleo de las diferenciales primeras ha terminado por ser 
enteramente justificado, las diferenciales de orden superior, cuyo 


en definitiva que el paso al límite. Pero estas interesantes reflexiones 
son olvidadas enseguida, sumergidas en el torrente de desarrollos 
en serie descubiertos por el mismo Gregory, Newton y otros, y el 
gran éxito de este último método dio lugar a una confusión bastante 
duradera entre funciones susceptibles de definición analítica y fun- 
ciones desarrollables en serie de potencias. 

En cuanto a Leibniz, parece haberse mantenido en el punto de 
vista cartesiano, ampliado al añadir explícitamente las cuadratura, 
y también al añadir implícitamente otras operaciones corrientes en el 
análisis de su época, como la sumación de series de potencias O la 
resolución de ecuaciones diferenciales. Igualmente, Juan Bernoulli, 
cuando quiere considerar una función arbitraria de x, la introduce a. 
como «una cantidad formada de una manera cualquiera a partir dex. 
y de constantes» ([198 a], t. MI, p. 150), precisando a veces que se 
trata de una cantidad formada «de una manera algebraica o trascen- 
dente» ([198 a], t. TI, p. 324), y, en 1698, se pone de acuerdo con 
Leibniz para dar a esta cantidad el nombre de «función de x» ([ 198 al, 
t. HL, pp. 507-510 y 525-526)'*. Leibniz había introducido ya los . 
términos «constante», «variable» y «parámetro», y a propósito de a 
las envolventes había precisado la noción de familia de curvas de- El 
pendiente de uno o varios parámetros ([198 a], t. V, pp. 266-269). Las E 
cuestiones de notación se precisan también en la correspondencia 
con Juan Bernoulli: éste escribe muchas veces X, o £, para una 
función arbitraria de x ([198 a], t. III, p. 531); Leibniz lo aprueba, 
pero propone también x1U, x1?] donde nosotros escribiríamos f, (x), E 


A dz : es o 
f(x), y propone para la demvada de una función z de x la nota E 


ción dz (por oposición a dz que es la diferencial) mientras que Ber- 


noulli escribe Az ([198 a], t. TIL pp. 537 y 526). 


De este modo, con el siglo, termina la época heroica. El nuevo 


15 Hasta aquí y ya en un manuscrito de 1673, Leibniz había empleado esta palabra me 
como una abreviatura para designar una magnitud «cumpliendo tal o cual función» o 
respecto a una curva, por ejemplo la longitud de la tangente o de la normal (limitada 
por la curva y por Ox), o bien la subnormal, la subtangente, etc... en suma una función 2 
de un punto variable sobre una curva, definida de un modo geométrico-diferencial. 
En el mismo manuscrito de 1673, la curva se supone definida por una relación entre: E 
x e y «dada por una ecuación» (es decir, en nuestro lenguaje, algebraica) (cf. [21 7). E 


1% La'parte de este tratado que se refiere al cálculo integral no fue publicada hasta 
1742 (120 a], t. HL pp. 385-558 y [20 bj); la referente al cálculo diferencial no ha 
sido encontrada y publicada hasta hace poco [20 c], aunque es cierto que el marqués 
de I'Hópital la había publicado en francés, ligeramente modificada, con su propio 
nombre, por lo que Bernoulli muestra cierta amargura en sus cartas a Leibniz. 
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varios arcos de curva ([208 a] (1), t. XXHIL, pp. 74-91). Por último, 
aunque esto se salga en parte. de nuestro marco, no es posible dejar 
de mencionar aquí su extensión de la función exponencial al dominio 
complejo, a partir de la que obtiene las célebres fórmulas que rela- 
cionan la exponencial con las funciones trigonométricas, así como 
la definición de logaritmo de un número complejo; de-este modo, se 
dilucida definitivamente la famosa analogía entre el logaritmo y las 
funciones circulares recíprocas, o, en el lenguaje del siglo xvi, entre 
las cuadraturas del circulo y de la hipérbola, observada ya por Gre- 
gorio de Saint-Vincent, precisada por Huygens y, sobre todo, por 
E Gregory, y, que en Leibniz y ol había AFEOoo en la integra- 
ción formal de : 


empleo es, sin embargo, tan cómodo, no han sido rehabilitadas hasta 
hoy. 
Como quiera que sea, la historia del Cálculo diera! e eg. 
a partir de finales del siglo xviL, se divide en dos épocas. Una se rela- 
-ciona con las aplicaciones de este cálculo, cada vez más ricas, nume- 
rosas y variadas. A la Geometría diferencial de las curvas planas, * 
a las ecuaciones diferenciales, a las series de potencias, al cálculo de 
variaciones, de los que ya hemos hablado más arriba, vienen a unirse 
la Geometría diferencial delas curvas alabeadas y, después de las 
superficies, las integrales múltiples, las ecuaciones en derivadas par- 
ciales, las series trigonométricas, el estudio de las funciones especiales : 
y otros muchos tipos de problemas. No vamos a ocuparnos aquí. | 
de todos estos trabajos, sino sólo de los que han contribuido a poner... 
a punto, profundizar y consolidar, los principios mismos del Cálculo * 
infinitesimal en lo que se refiere a las funciones de una variable real, 
Desde este punto de vista, los grandes tratados de mediados del 
siglo XvnI ofrecen muy pocas novedades. Maclaurin, en Inglaterra - 
[214], y Euler, en el Continente ([708 a] (1), t. X a XIB) permanecen | 
fieles a las tradiciones respectivas de las que son herederos. Es cierto . | 
que el primero se esfuerza en aclarar algo las concepciones newto 
nianas*”, mientras que el segundo, llevando a su extremo el forma- 
lismo leibniziano, se contenta, al igual que Leibniz y Taylor, en' 
basar el Cálculo diferencial en un oscuro paso al limite a partir del 
cálculo de diferencias, cálculo del que da una exposición muy cui-- 
dada. Pero, sobre todo, Euler completa la obra de Leibniz introdu 
ciendo y haciendo adoptar las notaciones que todavía se emplean 
hoy para e, i y las funciones trigonométricas, y extendiendo la nota-. 
ción 1. Por otra parte, y aunque no hace distinción casi nunca entre. 
funciones y expresiones analíticas, insiste, a propósito de las series a 
trigonométricas y del problema de las cuerdas vibrantes, en la nece-. | 
sidad de no limitarse a las funciones así definidas (y que califica de 
«continuas»), sino de considerar también, si fuese necesario, funciones: - 
arbitrarias o «discontinuas», dadas experimentalmente por uno o. 


1+ 1x2 2x +40 20D 


Sin embargo, d'Alembert, enemigo de toda mística en la mate- 
mática como en otras materias, había definido, en artículos impor- 
tantes ([75 a], DIFFÉRENTIEL y LÍMITE, y [75 b]), y con la mayor cla- 
ridad las nociones de límite y de derivada, y sostenido vehemente- 
mente que en el fondo esta es toda la «metafísica» del Cálculo infi- 
nitesimal. Pero estos sabios consejos no fueron escuchados inmedia- 
tamente. La obra monumental de Lagrange ([191], t. IX-X) tiene el 
significado de un intento de fundar el análisis sobre uno de los con- 
ceptos newtonianos más discutibles, aquél que confunde las nociones 
de función arbitraria y de función desarrollable en serie de potencias, 
y de obtener a partir de aquí (mediante la consideración del coefi- 
ciente del primer término de la serie) la noción de diferenciación. 
Por supuesto, que un matemático de la talla de Lagrange no podía 
por menos de obtener con este motivo resultados útiles e importantes, 
como por ejemplo (y de una manera en realidad independiente del 
punto de partida que acabamos de indicar) la demostración general 
de la fórmula de Taylor con la expresión del resto mediante una in- 
tegral, y su cálculo, según el teorema de la media: además la obra de 
Lagrange es, en parte, el origen del método de Weierstrass en teoría 
de funciones de una variable compleja, así como el de la moderna 
teoría algebraica de las series formales. Pero, desde el punto de vista 
de su objeto inmediato, representa un retroceso más bien que un 
avance. 


17 En efecto, éstas necesitaban ser defendidas contra los ataques filosófico-teoló- : 
gico-humorísticos del famoso obispo Berkeley. Según éste, aquél que crea en las: 
fluxiones no deberá encontrar demasiadas dificultades para aceptar los misterios: 
de la religión, argumento ad hominem que no carecía de lógica ni de ironía. . 
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forma ya muy abstracta del principio de los «segmentos encajados», 
había redactado incluso, según parece, una demostración detallada, 
que permaneció inédita (1/36 d], pp. 445-446), que hubiese podido 
servir a Cauchy sin apenas ningún cambio si la hubiera conocido *$. 
Desgraciadamente para él, Cauchy pretendía demostrar la existencia 
de la integral, es decir, la convergencia de las «sumas de Riemann», 
para una función continua cualquiera, y su demostración, que sería 
correcta si se apoyase en el teorema de continuidad uniforme de las 
funciones continuas en un intervalo cerrado, no tiene ningún valor 
demostrativo a falta de esta noción. Tampoco Dirichlet parece 
haberse dado cuenta de la dificultad mientras redactaba sus célebres 
memorias sobre las series trigonométricas, puesto que indica en ellas - 
que el teorema en cuestión es «fácil de demostrar» ([92], t. 1, p. 136), 
aunque bien es verdad que lo aplica solamente a funciones acotadas 
monótonas a trozos. Riemann, más circunspecto, menciona única- 
mente estas últimas cuando se trata de hacer uso de la condición 
necesaria y suficiente para la convergencia de las «sumas de Riemann» 
([259 a], pp. 227-271). Una vez establecido el teorema sobre la con- 
tinuidad uniforme por Heine (cf. p. 200), la cuestión no ofrecía, 
desde luego, ninguna dificultad, y es resuelta fácilmente por Darboux, 
en 1875, en su memoria sobre la integración de las funciones discon- 
tinuas [77], memoria en la que, por otra parte, coincide en muchos 
puntos con los importantes trabajos de P. du Bois-Reymond,.apa- 
recidos hacia la misma época. Simultáneamente se demuestra, por 
primera vez, pero ésta definitivamente, la linealidad de la integral 
de funciones continuas. Además, la noción de convergencia uniforme 
de una serie o de una sucesión, introducida por Seidel entre otros, 
en 1848, y cuya importancia destacó particularmente Welierstrass 
(cf. p. 282) había permitido dar una base sólida, es cierto que bajo 
condiciones un poco restrictivas, a la integración término a término 
de series y a la diferenciación bajo el signo integral, a la espera de las 
teorías modernas de las que no vamos a hablar aquí, y que debían 
iluminar estas cuestiones de una forma provisionalmente definitiva. 


Por el contrario, con las obras de Cauchy para la enseñanza 
" ([56a] (2), t. IV) estamos por. fin en terreno sólido. Cauchy define 
esencialmente una función como lo hacemos nosotros hoy, aunque 
en un lenguaje un poco vago todavía. La noción de límite, fijada de 
una vez para siempre, se toma como punto de partida, las de función. SJ 
continua (en el sentido moderno) y la de derivada se deducen inme- A 
diatamente de ella, así como sus principales propiedades elementales; -- 
y la existencia de la derivada, en lugar de ser un artículo de fe, se Al 
convierte en una cuestión que ha de estudiarse con los medios co- | 
munes del análisis. A decir verdad, Cauchy no se interesa demasiado 0 
por ello, y si Bolzano, por otra parte, habiendo llegado por su parte el 
a los mismos principios, construye un ejemplo de función continua... 
sin derivada finita en ningún punto [ 27 a], este ejemplo no fue publi- 
cado, y la cuestión solamente fue zanjada en público por Weierstrass El 
en un trabajo de 1872 ([329 a), t. IL, pp. 71-74). El 
En lo que a la integración se refiere, la obra de Cauchy representa 

una vuelta a las sanas tradiciones de la antigúedad y la primera parte: | 
del siglo XvI1, pero basada en medios técnicos todavía insuficientes; =l 
“La integral definida, que se había mantenido largo tiempo en segundo 
plano, vuelve a ser de nuevo la noción primordial, para la que Cauchy 

Y 
hace adoptar definitivamente la notación| A(x)dx propuesta por o 


Ñ 


Xx Ñ 
empiezas á 
x=q de 


Fourier (en lugar de la incómoda / sv] 
veces por Euler), y para definirla vuelve al método «exhaustivo», o. 
como diríamos hoy a las «sumas de Riemann» (que sería mejor llamar. 
sumas de Arquímedes o sumas de Eudoxio). Es cierto, que el siglo xvi 
no había considerado conveniente someter a un examen crítico la. 
noción de área, que le habia parecido al menos tan clara como la de 
número real inconmensurable; pero la convergencia de las «sumas 
de Riemann» hacia el área bajo la curva, mientras que se tratase de. 
una curva monótona o monótona a trozos, era una noción familiar. 
a todos los autores preocupados por el rigor del siglo xvu, tales como 
Fermat, Pascal o Barrow; y J. Gregory, especialmente bien preparado 


; de E 18 Al menos esto es lo que indica el resumen dado por Turnbull según el ma- 
por sus reflexiones sobre el paso al límite y su familiaridad con uná. 


nuscrito. 
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- Hemos llegado de este modo a la etapa final del Cálculo infinite . AS INTOTICOS 

“simal clásico, representada por los grandes tratados de Análisis de : 

finales del siglo xIx; desde el punto de vista que hemos adoptado, : 

el de Jordán [174 <] ocupa un lugár eminente, por razones estéticas - 

por una parte, y también porque, si bién constituye un admirable 

compendio de los resultados del análisis clásico, también anuncia | 

en muchos aspectos el análisis moderno, y le prepara el camino. 


La distinción entre los «infinitamente pequeños» (o «infinita- 
mente grandes») de distintos órdenes, aparece implícitamente desde 
los primeros escritos sobre el Cálculo diferencial, desde los de Fer- 
mat, por ejemplo; pasa a ser plenamente consciente en Newton y 
Leibniz con la teoría de las «diferencias de orden superior»; y no se 
tarda mucho en observar que, en los casos más sencillos, el límite 
(o «verdadero valor») de la expresión JY/g(x) en un punto en el 
que f y g tienden ambas hacia 0, viene dado por el desarrollo de Taylor 
de estas funciones en un entorno del punto considerado («regla de 
L'Hópital», debida verosímilmente a Juan Bernoulli). 
Dejando aparte el caso elemental, el principal problema de 
«cálculo asintótico» que se plantea a los matemáticos desde fines 
del siglo xvn es el cálculo exacto o aproximado, de sumas de la 


forma 2 F(k), cuando n es muy grande; en efecto, un cálculo de 


este tipo es necesario tanto para la interpolación y el cálculo numérico 
de la suma de una serie como en el Cálculo de probabilidades, en el 


> - a 
que las «funciones de grandes números» tales como n! o ( ») desem- 
peñan un papel importante. Ya Newton, con la finalidad de obtener 
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A 


. i o a Es le sin conseguir de momento determinar la ley de formación de los 
valores aproximados de Pe ROTO cuando n es grande, indica un: coeficientes ([108 a] (1), t. XIV; pp. 42-72 y 108-123). Pero hacia 1735, 


método que se reduce (en este caso particular) a calcular los primeros || por analogía con la descomposición de un polinomio en factores 


términos de la fórmula de Euler-Maclaurin ([262], t. H, pp. 309-310). : de primer grado, no duda en escribir la fórmula 

Hacia el final de siglo, Jacobo Bernoulli, en sus trabajos sobre el: id : 

cálculo de probabilidades, se propone determinar las sumas S, (1) =* e) me Jl s )(- des ) 
ls sen Ql e san A Í ET ==) 


Y p*, polinomios en n! cuya ley de formación descubre (sin da . . 
E e igualando los coeficientes de los desarrollos de los dos miembros 


en serie entera, obtiene en particular para (a = 3) las célebres 


la demostración), introduciendo de este modo por primera vez, en 
la expresión de los coeficientes de estos polinomios, los números 
que llevan su nombre, y la relación de recurrencia que permite ; . ; 
calcularlos ([19 b], p. 97). En 1730, Stirling obtiene un desarrollo. | *XPFesiones de las series 2 sx Mediante las potencias de 1? (loc. 


cit., pp. 73-86). Algunos años después se da por fin cuenta de que 
los coeficientes de estas potencias de m vienen dados por las mismas 
mediante un procedimiento de cálculo de los coeficientes por re- o sar de le los de SA fórmula sumatoria, y reconoce su paren- 
a | tesco con los números introducidos por Bernoulli, y con los coefi- 
Entre 1730 y 1745 se sitúan los trabajos decisivos de Euler sobre cientes del desarrollo e 1) lloc. cit., pp. 407-462), 
lés. setos y las ¿ue pienes retó comalo: Sito) Independientemente de Euler, Maclaurin había llegado hacia la 
s | | | 0 E misma época a la misma fórmula sumatoria por un camino algo 
$ 10, áplica'e la función Sia la tórmula de Teylondlo que le da menos aventurado, bastante parecido al que se sigue hoy: en efecto, 
E | : : itera la fórmula «tayloriana» que expresa f(x) por medio de las 
diferencias SUD + 1) — [+DGo), fórmula que obtiene «invir- 
tiendo» los desarrollos de Taylor de estas diferencias por el método 
: | | | de los coeficientes indeterfminados ((274], t. IU, pp. 672-675); por 
oque anvene poleo delos eo chcicntes cidos otro lado, señalemos que no se apercibe de la ley de formación de 

minados, buscando una solución de la forma los coeficientes, UnA por Culez. 
| | Pero Maclaurin, al igual que Euler y todos los matemáticos de 


NE e aj ls .) su tiempo, presenta todas sus fórmulas como desarrollos en serie 
S(n) = 2 0] fimdn + PD + Y a + 8 dni Fer.5o > cuya convergencia ni siguiera es estudiada. Esto no quiere decir 


asintótico para e log (x + ka), con a creciendo indefinidamente, 


E ; es Td, 1d 
PAR ET 


obteniendo paso a paso de este modo: 


i O) 
so [sa + E + ns o 


| 2 Es 1743, Euler, para contestar a diversas críticas de sus contemporáneos, da 
Lar , ay 1 asf de una derivación. un poco más plausible de los «desarrollos eulerianos» de las fun. 
3 +  FESJp Hlones trigonométricas; por ejemplo, el desarrollo en producto infinito de sen x se 


obtiene a partir de la expresión sen x = e — €7*%) y del hecho de que e** es el 
e , 8 


E a a E EN 
! Son las primitivas de los «polinomios de Bernoulli» B,(x). . cd límite del polinomio ( + 7) (loc. cít., pp. 138-155). 
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que la noción de serie convergente fuese totalmente despreciada en : i 
de k, la suma parcial s(n) = Zu ux(n) proporciona un desarrollo 


esta época: ya desde Jacobo Bernoulli se sabía que la serie armónic 
era divergente, y el mismo Euler había precisado este resultado calcu: 
lando la suma de los n primeros términos de esta serie por medio 
de su fórmula sumatoria ([108 aj (1), t. XIV, pp. 87-100 y 108-123) 
fue también Euler quien señaló que la razón de dos números de 
Bernoulli consecutivos crece indefinidamente, y, por tanto, que una 
serie entera que tenga estos números como coeficientes no puede 
converger (loc. cit., p. 357)?*, Pero la tendencia hacia el cálculo; 
formal prevalece, y la extraordinaria intuición del propio Euler 
no le impide caer a veces en errores, como por ejemplo cuando 


asintótico. (para n tendiendo a +00) de la función «representada» 
por la serie, y tanto más preciso cuanto mayor es k. 

En la mayor parte de los cálculos del Análisis clásico es posible 
obtener una ley general de formación de los desarrollos asintóticos 
de una función, con un número de términos arbitrariamente grande; 
este hecho ha contribuido a crear una confusión duradera fal menos 
en el lenguaje) entre seis y desarrollos asintóticos, tanto que H. Poin- 
caré, cuando se toma en 1886 el trabajo de codificar las reglas ele- 
mentales de los desarrollos asintóticos (según las potencias enteras . 


+00 
iO TE Na (loc. cit. p. 362)". de 1/x en el entorno de + oo ([251 a], t. 1, pp. 290-296)), emplea 
n—w aún el vocabulario de la teoría de series. Hasta la aparición de los 


desarrollos asintóticos originados en la teoría analítica de números 
no se lleva a cabo la distinción clara entre la noción de desarrollo 
asintótico y la de serie, debido al hecho de que, en la mayor parte 
de los problemas de que se ocupa esta teoría solamente se puede 
. obtener explícitamente un número muy pequeño de términos (casi 
siempre uno solo) del desarrollo buscado. 

Estos problemas familiarizaron también a los matemáticos con 
el empleo de escalas de comparación distintas de la de las potencias 
de la variable (real o entera). Esta extensión se remonta fundamental- 
mente a los trabajos de P. du Bois-Reymond [94a y b] que fue 
el primero en abordar sistemáticamente los problemas de compara- 
ción de funciones en el entorno de un punto y reconoce, en trabajos 
muy originales, el carácter «no arquimediano» de las escalas de 
comparación, a la vez que estudia de forma general la integración 
- y la derivación de las relaciones de comparación, obteniendo nume- 
r0sOS resultados interesantes [94 b]. Sin embargo, sus demostra- 
ciones carecen todavía de claridad y de rigor, y se debe aG.H. Hardy 
[147] la presentación correcta de los resultados de du Bois-Reymond: 
su contribución fundamental consistió en observar -y demostrar la 
existencia de un conjunto de «funciones elementales», las funciones 
(H), para las que las operaciones usuales del análisis (sobre todo la 
derivación) son aplicables a las relaciones de comparación. 


Hemos indicado en otro lugar (véase p. 211) cómo los matemá 
ticos de comienzos del siglo xIx, cansados de este formalismo d 
enfrenado y sin fundamento, trajeron de nuevo al Análisis por e 
camino del rigor. Una vez precisada la noción de serie convergente; 
se hizo patente la necesidad de criterios sencillos que permitiesen 
demostrar la convergencia de series e integrales por comparación 

con series o integrales conocidas; Cauchy indicó un cierto númer 
de estos criterios en su Analyse Algébrique (Análisis Algebrai 
([56a] (2), t. 11M), mientras que Abel, en una memoria póstu 
([2], t. 1, pp. 197-205), obtiene los criterios logarítmicos de conve 
gencia, Cauchy, por otra parte, dilucida la paradoja de series tales 
como la serie de Stirling ([56 a] (1), t. VII, pp. 18-25), obtenidas [ 
aplicando la fórmula de Euler-Maclaurin (y llamadas a menudo | 
series «semiconvergentes»): demuestra que si (debido a la observaci 
de Euler sobre los números de Bernoulli) el término general u,(n) 
de una serie de este tipo crece, para un valor fijo de n, indefinid. 
mente con k, no por ello deja de ser cierto que, para un valor fijo 


3 Como la serie que Euler considera en este lugar es introducida con vistas 
cálculo numérico, se limita a tomar la suma de los términos que decrecen, y a partis 
del índice para el que los términos empiezan a crecer los remplaza por un resto 
que no indica el origen (el resto de la fórmula de Euler-Maclaurin en su forma geñel 
no aparece antes de Cauchy). ] o 

4 No deja de ser una ironía que esta fórmula sea seguida, a una página de d 

- tancia, por un pasaje en el que Euler previene acerca del uso sin precauciones de las. 


series divergentes. 
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- LA FUNCION GAMMA 
de aquí la «segunda integral euleriana» n!= e a (tos 5) 2 si- 
0 xXx 


guiendo el mismo método, y empleando la fórmula de Wallis, obtiene 


1 
z 1 : 
la fórmula f 0 dx = > y”. En sus trabajos posteriores 


Euler vuelve frecuentemente sobre estas integr 
descubre la relación de complementación (1108 O ; Do eS 
y t. XVIL p. 342), la fórmula Bl, = TOTO T + 9 (1108 y 
(1), t. XVII p. 355), y el caso particular de la fórmula de Lagrange- 
Gauss correspondiente a x = 1 ([108 al (TE p. 483) y todo 
esto, desde luego, sin preocuparse de cuestiones de convergencia 
Gauss continúa el estudio de la función T a propósito de sus 
trabajos sobre la función hipergeométrica, de la que la función T 
es un caso límite ([724 a], t. IL pp. 125-162), en estos trabajos obtiene 
la fórmula general de multiplicación (que Legendre había obtenido 
poco antes para p = 2). Los trabajos posteriores sobre la función 
T se han referido sobre todo a la prolongación de esta función 
al dominio complejo. Solo recientemente se ha advertido que T'(x)- 
(en el campo real) se caracterizaba por la propiedad de convexidad 
logarítmica salvo un factor entre todas las soluciones de la ecuación 
funcional So + 1) = xx) (126), pp. 149-164); y Artin ha mostrado 
' [7d] de qué manera pueden relacionarse sencillamente todos los 
- resultados clásicos sobre 1(x) con esta propiedad. 


La idea de «interpolar» una sucesión (+,) mediante los valores d 
una integral dependiente de un parámetro real A, igual a u, para 
A = n se remonta a Wallis (cf. pp. 256-257). Esta idea es la guía fu 
damental de Euler cuando, en 1730 ([108 a] (1), t. XIV, pp. 1-24 
se propone interpolar la sucesión de los factoriales. Euler empiez 


o pk +1VY 
señalando que n! es igual al producto inmi e ) 


que este producto está definido para todo valor de n (entero o no 
a 1 e E » PER E 
y que, en particular, para n = > toma el valor T según la fórmul 
de Wallis. La analogía de este resultado con el de Wallis le lleva | 
e : : fl o. 
entonces a volver a considerar la integral f x*(1 — x)"dx (n entero, | 


0 ; 
e cualquiera), que ya aparecia en este último. Euler obtiene como 
mn: E : E 
le + De + 2)... (e + n) 
arrollo del binomio; un cambio de variables le muestra entonces 


que n! es el límite, para z tendiendo a 0, de la integral IA i (H=)+ 
0 z dE 


valor de esta integral mediante el de 
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- ESPACIOS FUNCIONALES | tom tna 


Bajo la influencia de Weierstrass y de Riemamn, el estudio siste- 
mático de la noción de convergencia uniforme y de las cuestiones 
conexas es desarrollado en el último tercio del siglo xIx por la escuela 
alemana (Hankel, du Bois-Reymond) y sobre todo por la escuela 
italiana: Dini y Arzelá precisan las condiciones necesarias para 
- que el límite de funciones continuas sea continuo, mientras que 
Ascoli introduce la noción fundamental de equicontinuidad y de- 
muestra el teorema que caracteriza los conjuntos compactos de 
funciones continuas [10] (teorema popularizado más tarde por Montel 
| e de ] en su teoría de las «familias normales», que no son otra cosa que los 
-Sabenios que la noción de función arbitraria io se pone en ená] conjuntos relativamente compactos de funciones analíticas), 
A El mismo Weierstrass descubre por otra parte ([329a], t. II 
razón, la idea de estudiar de modo general conjuntos de funciones, | PP- 1-37) la posibilidad de aproximar uniformemente mediante poli- 
y de dotarlos de una estructura topológica, no aparece antes de | "omios una función real continua de una o varias variables reales 
ES (asco 10N aelpies E le a iba has ias en un conjunto acotado, resultado que suscitó inmediatamente un 


o E. vivo interés, y dio lugar a numerosos estudios «cuantitativos» que 
“Sin embargo, la noción de convergericia: de una sucesión: de fun. | "o tienen cabida dentro del punto de vista en el que nos situamos aquí. 
ciones numéricas se venía empleando de forma más o. menos coñs La contribución moderna a estas cuestiones ha consistido funda- 
ciente desde:los comienzos del Cálculo infinitesimal. Pero se trataba | Mentalmente en -darles todo el alcance de que eran susceptibles, 
solamente de la convergencia 'simple, y no podía ser de otro mo abordándolas para funciones cuyos conjuntos de definición y de 
antes de que las nociones de serie convergente y de función contin valores no se restrimgíana Roa espacios de dimensión finita, situán- 
hubiesen sido definidas de formia precisa por Bolzano y Cauchy | Yolasasíen su cuadro general por medio de los conceptos topológicos 
Este último no se dio cuenta de primera intención de la distinción | £enerales. En particular, el teorema de Weierstrass, que se había 
entre convergencia simple y convergencia uniforme, y creyó pod revelado comio un instrumento de primer orden en el análisis clásico, 
demostrar que toda serie convergente de funciones continuas ti - hasido extendido a casos mucho más generales en estos últimos años 
como suma una función continua ([36 a] (2), vol. MI, p. 120). Ej | Por M. H. Stone: desarrollando una idea introducida por H. Lebesgue 
error fue señalado casi inmediatamente por Abel, que demost: (en una demostración del teorema de Weierstrass) puso de manifiesto 
al mismo tiempo que toda serie entera es continua en el interior de | *! 'MPortante papel desempeñado en la aproximación de las funcio- 
su intervalo de convergencia, mediante el razonamiento ya clásico | "5 ' eales continuas por los conjuntos reticulados (aproximación 
que utiliza esencialmente, en este caso particular, la idea de la con. | "diante «p olinomios reticulados»), y ha demostrado por otra parte 
vergencia uniforme ([1], t. 1, pp. 223-224). Solo faltaba aislar est E el teorema de Weierstrass generalizado implica inmediatamente 
última de forma general, lo que fue realizado independientemen f 2 una serie de teoremas de aproximación análogos, que de esta 
por Stokes y Seidel en 1847-1848, y por el mismo Cauchy en 1853 | "2 Se agrupan de un modo mucho más coherente [30] e]. 
([56 a] (1), vol. XI, p. 30)?. l : : 


2 En un trabajo fechado en 1841, pero no publicado hasta 1894 (529 a), t:1 
pp. 67-74), Weierstrass utiliza con una claridad perfecta la noción de convergencia. 
uniforme (a la que da este nombre por primera vez) para las series de potencias de: 
una O varias variables complejas. pe 
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S TOP OLOGICOS vibrantes. No vamos aquí a narrar detalladamente la historia de 

: las dicho problema, pero tenemos que señalar la aparición de dos ideas 

adE E $ fundamentales, que no dejarán de aparecer en lo sucesivo, y que 
parecen deberse a D. Bernoulli. La primera consiste en considerar 
la oscilación de la cuerda como «caso límite» de la oscilación de 
un sistema de 1 masas puntuales, cuando » aumenta indefinidamente; 
sabemos que, para n finito, este problema daría lugar un poco más 
tarde al primer ejemplo de cálculo de los valores propios de una 
transformación lineal (véase p. 124); a estos números corresponden 
en el «paso al límite» considerado las frecuencias de las «oscilaciones 
propias» de la cuerda, observadas experimentalmente mucho tiempo 


mente por Taylor) a principios de siglo. Esta analogía formal, 
aunque muy poco mencionada posteriormente ([302 b], p. 390) no 
parece haber sido nunca olvidada a lo largo del siglo xix, pero, 
como más tarde veremos, no llegará a adquirir toda su importancia 
hasta 1890-1900. 

La otra idea de D. Bernoulli (tal vez inspirada por los hechos 
experimentales) es el «principio de superposición», según el cual la 
oscilación más general de la cuerda debe poder «descomponerse» 
en Superposición de «oscilaciones propias», lo que, matemática- 
mente hablando, significa que la solución general de la ecuación 
de las cuerdas vibrantes debe poder desarrollarse en una serie 


Bono, ¿), donde las p,(x, £) representan las oscilaciones propias. 
e : 


Sabemos que este principio debía originar una larga discusión sobre 
la posibilidad de desarrollar una función «arbitraria» en serie trigo- 
nométrica, discusión que solamente fue zanjada por los trabajos 
de Fourier y Dirichlet en el primer tercio del siglo x1x. Pero antes 
incluso de que se llegase a este resultado, habían aparecido otros 
ejemplos de desarrollos en 'serie de funciones ortogonales!: fun- 
ciones esféricas y polinomios de Legendre, así como distintos sis- 
- temas de la forma (e**-*), donde las A, nO son ya múltiplos de un mismo 
número, y que habían sido introducidos desde el siglo xvi a propósito 
de problemas de oscilación, así como por Fourier y Poisson en sus 
trabajos sobre la teoría del calor. Hacia 1830 todos los fenómenos 
observados en estos distintos casos particulares son sistematizados 


La teoría general de los espacios vectoriales topológicos . .. 
durante el periodo que va desde 1920 hasta 1930. Pero había si 
preparada desde hacía mucho tiempo por el estudio de Sr 
problemas de Análisis funcional, y no se puede son su E 
toria sin indicar, aunque sea en forma sumaria, cómo el estudi 
de estos problemas llevó poco a poco a los matemáticos Ss parti 
sobre todo de principios del siglo xx) a tomar conciencia de Doe 
tesco entre las cuestiones consideradas, y de la posibilidad de formu 
larlas de un modo mucho más general y de aplicarles a 

ión uniformes. : cid 
7 e que las analogías entre el Algebra y el Análisis 
y las ideas de considerar las ecuaciones funcionales (es decir, aquella 
ecuaciones en las que la incógnita €s una función) como «caso 
límites» de ecuaciones algebraicas, se remontan a los comienzo 
del Cálculo infinitesimal, que responde en un cierto sentido E se] 
necesidad de generalización «desde lo finito a lo infinito». E 
el antepasado algebraico directo del Cálculo infinitesimal +7 . 
cálculo de diferencias finitas (cf. pp. 255-262), y no la resolución de 108 
sistemas lineales generales, y hasta mediados del siglo de no E 
manifiestan las primeras analogías entre esta última y los pro Pa 
del cálculo diferencial, a propósito de la ecuación de las cuerda 
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* Sin embargo, este término no aparece antes de los trabajos de Hilbert. 


antes, y cuya existencia teórica había sido establecida (fundamental- 
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por Sturm [302 a y b] y Liouville [204 a y b] en una teoría general 
de las oscilaciones para las funciones de una variable: consideran 
la ecuación diferencial : : 


para una función f, la combinación lineal Z as, para la que la 


b ES eS o 
integral f e(f -2 aabYPdx alcanza su mínimo. En. principio se 
a 


trata solamente de un problema trivial de álgebra lincal, pero Gram 
lo resuelve de una manera original aplicando a los y, el proceso de 
«ortonormalización» que se conoce generalmente por el nombre 
de Erhard Schmidt. Pasando a continuación al caso de un sistema 
ortonormal infinito ((,,), se plantea el problema de saber cuándo 
la «mejor aproximación cuadrática» yu, de una función f por medió 
de las combinaciones lineales de las n primeras funciones de la su- 
cesión, tiende a O cuando n crece indefinidamente?; de esta forma 
se ve llevado a definir la noción de sistema ortonormal completo, 
reconociendo que esta propiedad equivale a la no existencia de fun- 
ciones + 0 ortogonales a todas las (,- Intenta igualmente dilucidar 
el concepto de «convergencia en media cuadrática», pero antes de 
la introducción de las nociones fundamentales de la teoría de la 
medida, era imposible obtener en esta dirección resultados que no 
fuesen muy particulares. JN ES 
En la segunda mitad del siglo xix el esfuerzo principal de los 

analistas se dirige más bien a la extensión de la teoría de Sturm- 

Liouville a las funciones de varias variables, al que conducía sobre 

todo el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales de tipo 

elíptico de la Física matemática y los problemas de contorno que 

se les asocian de modo natural. El interés sé centra principalmente 
en la ecuación de la «membrana vibrante» 


0 poz) wr=0 10>%40>0 


con las condiciones de contorno 


zo 420 h>0 a<b) 


y demuestran los resultados fundamentales siguientes: 1 e 
1) el problema solamente tiene solución + 0 cuando A toma uno. 
de los valores, de una sucesión (A,) de números > 0 que tiende a dE oo; | 
2) para cada A,, las soluciones son múltipios de una misma | 
función »,, que podemos ¡suponer «normada» por la condición 


b Ñ : 
.puidx =1, y. se tiene |” po, v,dx= 0 para m H n; 


a E a rd sE 5 di dl ves - S 
p 3) toda. función f, dos veces diferenciable en [a, 5], y verificand 
las condiciones de contorno (2), es desarrollable en serie uniform: 


mente convergente f(x) = 2 CaUalx), siendo €, = a pfonde 


4) se tiene la igualdad f pf*dx = z ec (ya demostrada por. 
Parseval en 1799 —de modo puramente formal, además— para el 
sistema de funciones trigonométricas, y de donde se deduce inme-. 
diatamente la. «desigualdad de Bessel» enunciada por este últim 


(siempre para las series trigonométricas) en, 1828). | .d 

- Estas propiedades son completadas medio siglo más tarde por. 
los trabajos de Gram [133], que, continuando las investigaciones de. 
Tchebichef, pone en evidencia la relación entre los desarrollos en. 
serie de funciones ortogonales y el problema de la «mejor aproxi. 
mación cuadrática» (surgiendo directamente. del «método de los E 
- mínimos cuadrados» de Gauss, en la teoría de errores): este último 


consiste, dada una sucesión finita de funciones (Y); « ¡<n, en encontrar, 


(3) L, (4) = Au + du =0 


Je la que se buscan las soluciones que se anulan en el borde de un 
dominio G «bastante regular», y solo muy poco a poco fueron supe- 
radas las considerables dificultades analíticas planteadas por este 
problema, en el que no podía pensarse en aplicar los métodos que 
habían tenido éxito en el caso de funciones de una variable. Recor- 
demos las principales etapas hacia la solución: la introducción de 


2 Hay que señalar que a lo largo de todo este estudio, Gram no se limita a la consi- 
deración de las funciones continuas, sino que insiste sobre la importancia de la condi- 


b 
ción | Pf dx < +00. 
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. mente que sus predecesores, se deja guiar completamente por la 


la «función de Green» de G, cuya existencia es demostrada por 
:- analogía de (4) con el sistema lineal - 


Schwarz; la demostración, también debida a Schwarz, de la exis- 
tencia del mínimo valor propio; finalmente, en 1894, en una memor.: 
célebre ([251 a], t. EX, pp. 123-196), H. Poincaré consigue demostrar 
la existencia y las propiedades esenciales de todos los valores propios, 
considerando, para un «segundo miembro» f dado, la solución u, 
de la ecuación L,(u) = f que se anula en el contorno, y, probando, 
mediante una hábil generalización del método de Schwarz, que u, 
es función meromorfa de la variable compleja h, que solamente posee 
polos simples reales A,, que son justamente los valores propios 
buscados. 
Estos trabajos están estrechamente relacionados con los comienzos 
de la teoría de las ecuaciones integrales lineales, que debía sin dud 
alguna contribuir de manera fundamental al surgimiento de 1 
ideas modernas. Aquí nos limitaremos a dar algunas breves indic. 
ciones acerca del desarrollo de esta teoría. Este tipo de ecuacion 
funcionales, que al principio habían aparecido esporádicamente d 
rante la primera mitad del siglo xix (Abel, Liouville), habían tomad 
importancia desde que Beer y C. Neumann habían reducido la 
solución del «problema de Dirichlet» para un dominio G «bastan 
regular», a la resolución de una «ecuación integral de segunda especie 


A n 1 . 
(5) 2 (Sp. + pa GyYX, = d,, (1<p<n) 


para Obtener la solución de (4) como cociente de dos expresiones 
formadas según el modelo de los determinantes que intervienen en 
las fórmulas de Cramer. Por otra parte, no se trataba de una idea 
nueva: ya desde comienzos del siglo xIx el método de los «coeficien- 
tes indeterminados» (consistente en obtener una función incógnita 


supuesto que es desarrollable en serie »» CaPn» donde las p, son 


funciones conocidas, calculando los coeficientes c,) había llevado a 
«sistemas lineales con infinitas incógnitas» 


(6) »> Gx, = b, (=1,2,...). 


Fourier, que se encuentra con un sistema de este tipo, lo resuelve 
todavía como un matemático del siglo xvi: suprime todos los 
términos que poseen un índice ¡o j superior a n, resuelve explícita- 
mente el sistema finito asi obtenido mediante las fórmulas de Cramer 
y después «pasa al límite» haciendo tender n a +00 en la solución. 
Cuando más adelante no se siente satisfecho con estas manipula- 
ciones, sigue siendo mediante la teoría de determinantes como quiere 
atacar el problema; a partir de 1886 (después de los trabajos de Hill), 
H. Poincaré, y más tarde H. von Koch, habían construido una 
teoría de los «determinantes infinitos» que permitía resolver ciertos 
tipos de sistemas (6) según el modelo clásico, y si bien estos resultados 
no eran aplicables directamente al problema considérado por Fred- 
holm, es cierto que al menos la teoría de von Koch, en' particular 
le sirvió de modelo para la formación de sus «determinantes», 
Este es el momento en que entra Hilbert en escena, dando un 
nuevo impulso a la teoría [763b]. Empieza por completar los 
trabajos de Fredholm realizando efectivamente el paso al límite 
_que lleva de la solución de (5) a la de (4), pero le añade inmediata- 
mente el paso al límite correspondiente para la teoría de las formas 


(4) | 10) + f KG, Judy =100) 


para la función incógnita u; ecuación que C. Neumann había cor 
seguido resolver por medio de un procedimiento de «aproximacione 
sucesivas» en 1877. Impulsado sin duda igualmente por las analogía 
algebraicas ya mencionadas, así como por los resultados que acabab 
de obtener referentes a las membranas vibrantes, H. Poincaré, e 
1896 ([251 a], t. IX, pp. 202-272) tiene la idea de introducir 'u 
parámetro variable A delante de la integral en la ecuación anterio 
y afirma que, al igual que para la ecuación de las membranas vE 
brantes, la solución es entonces función meromorfa de A, pero no. 
consigue llegar a demostrar este resultado, que fue establecido (para: 
un «núcleo» K continuo y en un intervalo [a, 5] finito) por 1. Fredholm: 
. cuatro años después [176]. Este último, quizá todavía más consciente- 


Bourbaki, 10 
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cuadráticas reales, al que llevaban de modo natural los tipos -d 
ecuaciones integrales con núcleo simétrico (es decir, tales que K(y, x 


= K(x, y)), las más frecuentes con mucho en la Fisica matemática. 


De. este modo llega a la fórmula fundamental que generaliza direc 
tamente la reducción de una forma cuadrática a sus ejes : 


db Ñ E K(s, NS 2 ml il E A ono)", 


siendo los 2, los valores propios (necesariamente reales) del núcleo K; | 
y las q, el sistema ortonormal de las funciones propias correspondien- 
tes, y siendo el segundo miembro de la fórmula (7) una serie conver. 


«representable» en la (fia 10) = =f K(x, E0ly admite el ades- 


] 


arrollo» Loto) Me 00, y, continuando la analogía con | 


la teoría clásica de las formas cuadráticas, indica un procedimiento 
de determinación de los A, mediante un método variacional, que | 


no es otra cosa que la extensión de las propiedades extremales bien 
conocidas de los ejes de una cuádrica ([ 163 b], pp. 1-38). 

Estos primeros resultados de Hilbert fueron recogidos casi inme 
diatamente por E; Schmidt en una forma más simple y más general, 
evitando la introducción de los «determinantes de Fredholm», asi 
como el paso del caso finito al infinito, y ya muy cercano a una exp: 

«sición abstracta, puesto. que únicamente las propiedades fundame: 
tales de linealidad y de positividad de la integral son empleadas en 
las demostraciones [274.2]. Pero ya Hilbert había llegado a conce 


ciones todavía más generales, Todos los trabajos anteriores ponían. 
de manifiesto la importancia de las funciones de cuadrado inte-. 
grable, y la fórmula de Parseval establecía una relación estrecha 


entre estas funciones y las sucesiones (c,) tales que 2: < +00, Fue 


sin duda esta idea la que guió a Hilbert en sus memorias de 1906 
([763 b], cap. XI-XILE) en las que, volviendo al viejo método de los. 
«coeficientes indeterminados», demuestra que la resolución de la: 
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ecuación integral (4) es equivalente al sistema de infinitas ecuaciones 
lineales 


00 tm 


para los «coeficientes de Fourier» x, = as 1(1op(1)de de la función 


incógnita u respecto a un sistema ortonormal completo dado (w,) 


(con b, = he MWes0d y Ls = NE K(s, Nadal dash). 


Por otra parte, las únicas soluciones de (8) que han de considerarse des- 


gente para "le xUs)dx < 1. Demuestra también cómo toda función. | de este punto de vista son aquellas para las cuales 2 xy < +0; tam- 


bién Hilbert se limita sistemáticamente a este tipo de soluciones, pero 


amplía por el contrario las condiciones impuestas a la «matriz infi- 
nitá» (k,,) (que, en (8), es tal que 2 Re? Us +00). A partir de este 
momento está claro que el «espacio “de Hilbert» de las sucesiones 
x = (%,) de los números reales tales que 23 < +00, aunque no 


se introduzca explícitamente, permanece ¡byee a toda la teoría 


y aparece como un «paso al límite» a partir del espacio euclídeo de 
: dimensión finita. Además, y esto es especialmente importante para 


los avances posteriores, Hilbert se ve llevado a introducir en este 
espacio no una, sino dos nociones distintas de convergencia (corres- 
pondientes a lo que se ha llamado la topología débil y la topología 
fuerte?), así como un «principio de elección» que no es otra cosa 
que la propiedad de compacidad débil de la bola unidad. La nueva 
álgebra lineal que desarrolla a propósito de la resolución de los 
sistemas (8) se basa totalmente en estas nociones topológicas: las 


3 El cálculo de variaciones había ilevado ya a considerar de un modo natural 
distintas nociones de convergencia sobre el mismo conjunto de funciones (según 
que se pidiera solamente la convergencia uniforme de las funciones o la convergencia 
uniforme de las funciones y de un cierto número de sus derivadas), pero las modali- 
dades de convergencia definidas por Hilbert eran de un tipo totalmente nuevo en 
esta época. 
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tales de la teoría de los espacios de Hilbert han sido fijados; entre 
los progresos más recientes hay que señalar la presentación axiomá- 
tica de la teoría realizada hacia 1930 por M. H. Stone y J. von Neu- 
mann, así como el abandono de la restricción de «separabilidad», 
que se efectúa hacia 1934, en los trabajos de Rellich, Lówig y F. 
Riesz [260 g]. 

Sin embargo, durante los primeros años del siglo Xx, otras co- 
rrientes de ideas vinieron a reforzar la tendencia que llevaba a la 
teoría de los espacios. normados. La idea general de «funcional» 
(es decir, de función con valores numéricos definida en un conjunto 
cuyos elementos son ellos mismos funciones numéricas de una o 
varias variables reales) había surgido durante las últimas décadas 
del siglo xix en relación con el cálculo de variaciones, por una parte, 
y con la teoría de las ecuaciones integrales por otra. Pero si bien se 
debe sobre todo a la escuela italiana (centrada en Pincherle y sobre 
todo en Volterra) dicha noción, así como la idea más general de 
«operador», los trabajos de esta escuela eran a menudo de un carácter 
considerablemente formal, y relacionados con problemas muy par- 
ticulares, faltando un análisis suficientemente profundo de los con- 
ceptos topológicos subyacentes. Hadamard inaugura en 1903 la 
teoría moderna de la dualidad «topológica», buscando los «funcio- 
nales» lineales continuos más generales sobre el espacio G(1) de las 
funciones numéricas continuas sobre un intervalo compacto 1 (es- 
pacio dotado de la topología de la convergencia uniforme), ca- 
racterizándolas como los límites de las sucesiones de integrales 


x> a k,(t)x(t)dt. En 1907, Fréchet y F. Riesz demuestran que las 


aplicaciones lineales, formas lineales y formas bilineales (asociadas 
a. las aplicaciones lineales) son clasificadas y estudiadas según sus 
propiedades de «continuidad»*. En particular, Hilbert descubre que 
el éxito del método de Fredholm se debía a la noción de «continuidad 
completa», que. pone de manifiesto formulándola para las formas 
bilineales $ y que estudia a fondo; no podemos aquí dar más detalles | 
sobre esta importante noción, ni sobre los profundos y admirables | 
trabajos en que Hilbert inaugura la teoría espectral de las formas. 
bilineales simétricas (acotadas o no). E 
El lenguaje de Hilbert sigue siendo clásico, y a lo largo de los | 
«Grundzige» («Elementos») no pierde de vista las aplicaciones de | 
la teoría, que desarrolla en numerosos ejemplos (que ocupan más 
o menos la mitad del libro). La generación siguiénte adopta ya un 
punto de vista mucho más abstracto. Influidos por las ideas dé 
Fréchet y de F. Riesz sobre la topología general (véase p. 197 
E. Schmidt [274 b] y el mismo Fréchet introducen de modo deli 
berado, en 1907-1908, c! lensuaje de la geometría euclídea en 
«espacio de Hilbert» (real o complejo); en estos trabajos es men 
cionada por primera vez la norma (con la notación actual [x[|), la [ 
desigualdad triangular que verifica, y el hecho de que el espacio de a] 
Hilbert es «separable» y completo; además, E. Schmidt demuestra | 
la existencia de la proyección ortogonal sobre una variedad lineal 
cerrada, lo que le permite dar una forma más sencilla y general a | 
la teoría de los sistemas lineales de Hilbert. También en 1907, Fréche 
y F. Riesz señalan que el espacio de funciones de cuadrado sumabl: 
posee una «geometria» totalmente análoga, analogía que queda per 
fectamente explicada cuando, unos meses más tarde, F. Riesz* 
E. Fischer demuestran que es completo e isomorfo al «espacio de Hil: 
bert», poniendo simultáneamente en evidencia de una forma indudable al 
la importancia de la herramienta que acababa de crear Lebesgue. A 
partir de este momento puede considerarse que los puntos fundamen. 


formas lineales continuas en el espacio de Hilbert son las formas 
«acotadas» introducidas por Hilbert, y después, en 1909, F. Riesz 
da una forma definitiva al teorema de Hadamard expresando todo 
funcional lineal continuo sobre C(I) mediante una integral de Stieltjes, 
teorema que serviría más tarde de punto de partida para la teoría 
moderna de la integración (véase p. 312). 

Es también F. Riesz quien al año siguiente da lugar a nuevos e 
importantes avances en la teoría ([260 c], p. 452) mediante la in- 
troducción y el estudio (calcado sobre la teoría del espacio de Hilbert) 
de los espacios L”(I) de las funciones de potencia p-ésima sumable 
en un intervalo [ (para un exponente p tal que 1 <p< +00), 


*. Hay que hacer notar que hasta 1935 se entendía prácticamente siempre por: 
función «continua» una aplicación que transformaba toda sucesión convergente 
en una sucesión convergente. : , a ES 

3 Para Hilbert, una forma bilineal B(x, y) es completamente continua si, cuando; 
las sucesiones (x,), (y,) tienden débilmente a x e y respectivamente, B(x,, Y,) tiende: 
a B(x, y). Mes 
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estudio que continúa tres años después [260 e] con un trabajo aná- 


“logo sobre los espacios de sucesiones L?(N); estos trabajos, como 


veremos más adelante, deberían contribuir de una forma impor- 


- tante a aclarar las ideas acerca de la dualidad, debido al hecho. 


de que aquí aparecían por primera vez dos espacios en dualidad 
no «naturalmente» isomorfosf. 


A partir de este momento F. Riesz piensa en un estudio axiomá- 
tico que englobe todos estos resultados ([260 c], p. 452), y parece 
que solamente un escrúpuio de analista preocupado por ho alejarse 
demasiado de las matemáticas clásicas le haya impedido escribir. 
de esta forma su célebre memoria de 1918 sobre la teoría de Fredholm- | 
[260 £]. En ella considera en principio el espacio C(I) de las fun- | 
ciones continuas en un intervalo compacto, pero después de haber 
definido la norma en este espacio, y de haber señalado que C(I), 
dotado de esta norma, escompleto, ya no utilizá en sus razonamientos 
otra cosa que los axiomas de los espacios normados completos”: 
Sin entrar aquí en un examen detallado de este trabajo, mencionemos 
que en él se define por primera vez la noción de aplicación lineal | 
completamente continua (por la propiedad de transformar un en- | 
torno en un conjunto relativamente compacto)*, y, en una obra 
maestra de análisis axiomático, reduce toda la teoría de Fredholm | 
(en su aspecto cualitativo) a un teorema fundamental, a saber, que | 
todo espacio normado localmente compacto es de dimensión finita. - 


La definición general de los espacios normados fue dada en 1921 


% Aunque la dualidad entre L! y L” esté implícita en la mayor parte de los tra: 
bajos de esta época sobte la integral de Lebesgue, no se demostró hasta 1918 (por: - 
H. Steinhaus) que toda forma lineal continua sobre L*(1) (I intervalo finito) es de la... 


forma x > f. JSx(ndr, con fe LA). 


¿EX Riesz «señala además explícitamente que la aplicación de sus teoremas de 
las funciones continuas no está allí más que como «piedra de toque» de concepciones. . 


mucho más generales ([260 f], p. 71). 


2 En sus trabajos sobre los espacios L”, F. Riesz había definido las aplicaciones: - 
completamente continuas como aquellas que transforman toda sucesión débilmente... 
convergente en.una sucesión fuertemente convergente, lo que (teniendo en cuenta 
la compacidad débil de la bola unidad en los L” para 1 < p < +00) es equivalente, 
en este caso, a la definición anterior. Por otra parte, F. Riesz había indicado que. 
para el espacio L? su definición era equivalente a la de Hilbert (traduciéndola del 
lenguaje de las aplicaciones lineales al de las formas bilineales ([260c], p. 487). 
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1922 por S. Banach, H..Hahn, y E. Helly (este último solamente 
considera espacios de sucesiones de números reales o complejos). . 
En los diez años siguientes, esta teoría se desarrolla fundamental- 
mente en torno a dos cuestiones de una importancia fundamental 
para las aplicaciones: la teoría de la dualidad y los teoremas rela- 
cionados con la noción de «categoría» de Baire. 

Hemos visto que la idea de dualidad (en el sentido topológico) 
se remonta a principios del siglo xx, subyace a la teoría de Hilbert 
y ocupa un lugar central én la obra de F. Riesz. Este último hace 
observar, por ejemplo, desde 1911 ([260 d], pp. 41-42) que la re- 
lación |f(x)| < Mix] (tomada como definición de los funcionales 
lineales «acotados» en el espacio de Hilbert) es equivalente a la 
continuidad de f si nos situamos en el espacio €C(1), y hace esto si- 
guiendo un razonamiento de carácter completamente general. A 
propósito de la caracterización de los funcionales lineales continuos 
sobre G(1) señala también que la condición para que un conjunto A 
sea denso en C(I) es que no exista ninguna medida de Stieltjes u + 0 
sobre 1 que sea «ortogonal» a toda función de A (generalizando 
de este modo la condición de Gram para los sistemas ortonormales. 
completos); finalmente constata, en el mismo trabajo, que el dual 
del espacio L” es «mayor» que el espacio de las medidas de Stieltjes 
([260 d], p. 62). AR > 

Por otra parte, en sus trabajos sobre los espacios L*(l) y L”(N), 
F. Riesz consigue modificar el método de resolución de sistemas 
lineales en el espacio de Hilbert dado por E. Schmidt [274 b], de 
tal modo que resulta aplicable en casos más generales. La idea de 
E. Schmidt consistía en determinar una solución «extremal» de (6) 
buscando el punto de la variedad lineal cerrada representada por 
las ecuaciones (6) cuya distancia al origen sea mínima. Siguiendo 
la misma idea, F. Riesz demuestra que una condición necesaria y 
suficiente para que exista una función x e L?(a, b) que satisfaga 


las ecuaciones 


o | MÍ lO zADdt = ba 


(donde los a. pertenecen a L1 (con A 1)), y tal que además 
- Pp q : 
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B o 
al |Lx(0) |?de < M?, es que para toda sucesión finita (As), .:., de nú- 


ú 
meros reales, se tenga 


(10) A <M. (PL haya)" 


En 1911 [260 d] trata de modo análogo el «problema generalizado 


de los momentos», consistente en resolver el sistema 


(11) JN aL0dE(O =b, 


donde las a. son continuas y la incógnita es una medida de Stieltjes: J 
E?; está claro que este problema puede enunciarse diciendo qué | 


, 


se trata de determinar un funcional lineal continuo sobre C(I) a 


partir de sus valores en una sucesión de puntos dados en este espaci 


También Helly trata de esta forma el problema en 1912 —obte- | 


niendo las condiciones de F. Riesz siguiendo un método bastante: 
tes que implican la existencia de la solución x e E en ciertos casos 


diferente y de mayor alcance*”— y también sigue este métod 
cuando vuelve a considerarlo en 1921 en condiciones mucho más 
generales. Introduciendo la noción de norma (en los espacios de 


sucesiones) como hemos visto más arriba, señala que esta noción 
generaliza la de «funcional de Minkowski» («jauge») de un cuerpo 


_ convexo en el espacio de dimensión n, empleada por Minkowski en: 
sus célebres trabajos sobre la «geometría de los números» [227 a y b 


En estos trabajos, Minkowski había definido también (en R”) la S 
noción de hiperplano soporte y de «función soporte» [227 b], y . 


* El «problema de los momentos» clásico corresponde al caso en que el intervalo. 
la, b[ es JO, +00[ o J- oo, +>o| y donde a (1) = +?; además. se impóne la condición: 
de que la medida £ sea positiva (F. Riesz indica en su memoria de 1911 cómo estas: 
condiciones generales pueden ser modificadas cuando se buscan soluciones de esta-. 
naturaleza). Entre los distintos métodos de resolución del problema de los momentos. 
clásicos, hay que señalar en particular la de M. Riesz, que combina elegantemente: 
las ideas generales del cálculo funcional y la teoría de las funciones de una variable: 


compleja para obtener condiciones explícitas para los », [261], 


10 A] igual que F, Riesz ([260 d], pp. 49-50). Helly utiliza en esta demostración. o 
un «principio de elección» que no es desde luego otra cosa que la compacidad débil. : 
de la bola unidad en el espacio de las medidas de Stieltjes; F. Riesz habia hecho tam: E 


bién uso de la propiedad análoga en los L? (1 < p < +00). 


( = ¡A 0 y 
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demostrado la existencia de un hiperplano soporte en todo punto 
frontera de un cuerpo convexo ([22/ a], pp. 33-35). Helly extiende 
estas nociones a un espacio de sucesiones E, dotado de una norma 
cualquiera, establece una dualidad entre E y el espacio E' de las 
sucesiones y = (u,) tales que para todo x = (x,) € E, la serie (4,X,) 


sea convergente; si <u, x> designa la suma de esta serie, se define 


una norma en E' por la fórmula sup |<u, x>//llx[|, que proporciona 
FO 


la función soporte en los espacios de dimensión finita **, La resolu- 
ción de un sistema (6) en E, suponiendo que todas las sucesiones 
u = (0:;;),>, pertenecen a E', se reduce, como demuestra Helly, 
a resolver sucesivamente los dos problemas siguientes: 1.2 hallar 
una forma lineal continua sobre el espacio normado E' tal que 
L(us) = b: para todo índice í, lo que, como Helly indica, lleva a 
condiciones del tipo (10); 2.0 investigar si tal forma lineal puede 
escribirse en la forma u > <u, x> para un x € E.. Este último pro- 
blema, como observa Helly, no tiene necesariamente solución, in- 
cluso cuando L existe, y se limita a dar algunas condiciones suficien- 


particulares [/56]. 

Estas ideas toman su forma definitiva en 1927, en una memoria 
fundamental de H. Hahn [142], cuyos resultados son reencontrados 
independientemente dos años después por S. Banach [ 14 c]. El pro- 
cedimiento de Minkowski-Helly es aplicado por Hahn a un espacio 
normado cualquiera, y nos da una estructura de espacio normado 
(completo) sobre el dual, lo que permite inmediatamente a Hahn 
considerar los duales sucesivos de un espacio normado y plantear 
de forma general el problema de los espacios reflexivos, que Helly 
había entrevisto. Pero, sobre todo, el problema capital de la prolon- 
gación de un funcional lineal continuo conservando su norma es 
resuelto definitivamente por Hahn de modo totalmente general, 
siguiendo un razonamiento de inducción transfinita sobre la di- 


mensión -——proporcionando así uno de los primeros ejemplos de - 


una aplicación importante del axioma de elección al Análisis fun- 


*1 Para obtener de este modo una norma hay que suponer que la relación <u, x) 
= 0 para todo x€ E implica u = 0, como señala además explícitamente Helly. 


298 Elementos de historia de las matemáticas 


cional!?. Banach añade a estos resultados un estudio extenso de. 


- las relaciones entre una aplicación lineal continua y su traspuesta, 
extendiendo a los espacios normados generales resultados que eran. 


conocidos solamente para los espacios L” [260 c] mediante un 


teorema profundo relativo a las partes débilmente cerradas de un 4 
espacio dual; por otra parte, estos resultados se expresan de forma: | 
más reveladora empleando la noción de espacio cociente de un | 
espacio normado, introducida algunos años después por Hausdorff. 

y por el mismo Banach. Por último, es también Banach quien des- | 
cubre la relación entre la compacidad débil de la bola unidad (obser= 

vada en numerosos casos particulares, como hemos señalado ante- | 
riormente) y la reflexividad, al menos en lo que se refiere a los es- | 
pacios de tipo numerable ([14 a], p. 189). A partir de este momento 

pueden considerarse fijadas las grandes líneas de la teoría de la duali | 


dad de los espacios normados. : 


En esta misma época se ponen también en claro algunos teoremas | 
de apariencia paradójica, cuyos primeros ejemplos se remontan más 
o menos a 1910, En efecto, Hellinger y Toeplitz habían demostrado; | 
en sustancia, en este año, que una sucesión de formas bilineales 
acotadas B,(x, y) en un espacio de Hilbert, cuyos valores B, (a, b) : 
para todo par dado (a, b) están acotados (por un número depen= 
diente a priori de a y b) es, de hecho, uniformemente acotada en toda 


bola. La demostración se hace por reducción al absurdo, y consist 

en construir un par particular (a, b) que no: verifique la hipótesis: 
siguiendo un método de recurrencia conocido desde entonces como. 
el «método de la joroba deslizante», y que sigue siendo muy útil. 


en cuestiones análogas. Además, ya en 1905 Lebesgue había em: 
pleado un método análogo para demostrar la existencia de funciones 
continuas cuya serie de Fourier diverge en ciertos puntos, y, el 
mismo año que Hellinger y Toeplitz, aplica el mismo método para 
demostrar que una serie débilmente convergente en L* está acotada Zo 
en norma **, Estos ejemplos se multiplican durante los años siguien- 
tes, pero no se introducen ideas nuevas hasta 1927, fecha en que - 


12 Banach había hecho ya un razonamiento análogo en 1923 [/4 b] para definir a 
una medida invariante en el plano (definida para toda parte acotada). e 

*3 Señalemos también el teorema análogo (más fácil) demostrado por Landau: a 
en 1907, y que sirvió de punto de partida a F, Riesz en su teoría de los espacios L?:. - 
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Banach y Steinhaus (con la colaboración parcial de S. Saks) rela- 
cionan estos fenómenos con la noción de conjunto de primera cate- 
goría y con el teorema de Baire en los espacios métricos completos, 
obteniendo un enunciado general que. engloba todos los casos par- 
ticulares anteriores [/5]. El estudio de las cuestiones de «categoría» 
en los espacios normados completos lleva además a Banach, en 
esta misma época, a otros muchos resultados relativos a las apli- 
caciones lineales continuas; el más destacado, y sin duda el más 
profundo, es el teorema del «gráfico cerrado» que, al igual que el 
teorema de Banach-Steinhaus, se ha convertido en una herramienta 
de primera importancia para el Análisis funcional moderno [14 c]. 

La publicación del tratado de Banach sobre las «Opérations 
linéaires» («Operaciones lineales») [14 a] señala, podríamos decir, 
el principio de la madurez de la teoría de los espacios normados. 
Todos los resultados que acabamos de mencionar, así como otros 
muchos, se encuentran expuestos en este libro, de forma todavía 
un poco desordenada, pero acompañados de numerosos ejemplos 
importantes tomados de dominios muy variados del Análisis, y que 
parecían presagiar un brillante porvenir a la teoría. De hecho, la 
obra tuvo un éxito considerable, y uno de sus efectos más inme- 
diatos fue la adopción casi universal del lenguaje y de las notaciones 
empleados por Banach. Pero, si exceptuamos la teoría de las álgebras 
de Banach y sus aplicaciones al análisis armónico, la ausencia casi 
total de nuevas aplicaciones de la teoría a los grandes problemas 
del Análisis clásico no ha respondido a las esperanzas depositadas 
en ella. E 
Los avances más fecundos se han producido más bien en el 
sentido de una extensión y un análisis axiomático más profundo 
de las concepciones relativas a los espacios normados. Aunque 
casi todos los espacios funcionales que habían aparecido desde prin- 
cipios del siglo xx se presentaban casi siempre provistos de una 
norma «natural», no se habían dejado de señalar algunas excepciones. 
Hacia 1910, E. H. Moore había propuesto. generalizar la noción de 
convergencia uniforme sustituyéndola por la de «convergencia uni- 
forme. relativa», en la que un entorno de 0 está formado por las 


si la serie de término general y,x, converge para toda sucesión (x,) e LN) lá suce- 
sión (u,) pertenece a L”(N) (con -+ E = 1), 
Pp q 
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funciones f que verifican una relación MO] S eg(t), siendo: g una | LOCALMENTE COMPACTOS 
función siempre > 0, que puede variar con el entorno. Se había: l o 
observado por otra parte, antes de 1930, que nociones tales como: 
la convergencia simple, la convergencia en medida para las fun 
ciones medibles, o la convergencia compacta para las funciones. 
enteras, no eran definibles por medio de una norma; y en 1926; 
Fréchet había notado que espacios vectoriales de este tipo. podían: 
ser metrizables y completos. Pero la teoría de estos espacios más. 
generales solamente se desarrollaría de forma fructífera al relacio: 
narse con la idea de convexidad. Esta última (que hemos visto 
surgir en Helly) fue objeto de los estudios de Banach y sus discípulos; 
que se dieron cuenta de la posibilidad de interpretar de este modo 
en forma más geométrica mumerosos enunciados de la teoría de 
los espacios normados, preparando el camino para la definición 
general de los espacios localmente convexos, dada por J. von Neu- 
mann en 1935. La teoría de estos espacios, y sobre todo.las cuestiones 
relativas a la dualidad, han sido desarrolladas fundamentalmente 
durante los diez últimos años. Con este motivo debemos señalar, 
por una parte, los progresos en cuanto a sencillez y generalidad, que 
han sido posibles gracias al desarrollo de las nociones fundamentales 
de la Topología general, realizado entre 1930 y 1940; y, en segundo 
lugar, la importancia adquirida por la noción de conjunto acotado; 
introducida por Kolmogorov y von Neumann en 1935, y cuyó: 
papel fundamental en las cuestiones de dualidad ha sido pues 
en evidencia en los trabajos de Mackey [213 a y b]. Por último, y. 
sobre todo, hay que señalar que el impulso principal que ha moti: 
vado estos trabajos ha procedido de las nuevas posibilidades de: 
aplicación del Análisis a dominios en los que la teoría de Banach 
resultaba inoperante: a este respecto debemos señalar la teoría de 
los espacios de sucesiones, desarrollada por Kóthe, Toeplitz y sus: 
discípulos desde 1934 en una serie de memorias [184], la' reciente 
puesta a punto de la teoría de los «funcionales analíticos» de Fañ- 
tappié, y sobre todo la teoría de distribuciones de L. Schwartz [280], 
en la que la moderna teoría de los espacios localmente convexos ha ie o A bn 
E un campo de Apheaciónes que e lejos de DO O An sá dl > p(x) cos nxdx, bs = L T ” ecsen pas (1>1) 


El desarrollo de la noción moderna de integral está estrechamente 
relacionado con la evolución de la idea de función y con el estudio 
a fondo de las funciones numéricas de variables reales, que se ha 
venido realizando desde principios del siglo x1x. Sabemos que Euler 
concebía ya la noción de función de una forma bastante general, 
puesto que para él una curva «arbitraria» que es cortada en un 
único.punto por toda paralela al eje Oy define una función. y = fx) 
(cf. p. 270), pero, como casi todos sus: contemporántos, se niega a 
admitir que tales funciones puedan expresarse «analiticamente». 
Este punto de vista no se modificó demasiado hasta los trabajos de 


representar funciones discontinuas como sumas de series trigono- 
métricas *'iba a ejercer una influencia decisiva sobre las generaciones 
siguientes. Es necesario añadir que las demostraciones de Fourier 
carecían de todo rigor, y que su dominio de validez no -aparecía 


claramente; sin embargo, las. fórmulas integrales 


l Además, solo se trata de «descubrimiento» en un sentido muy relativo: Euler 
conocía ya los desarrollos en serie trigonométrica de funciones no periódicas tales 
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Fourier, pero el descubrimiento por este último de la posibilidad de 
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«no podría sustituirse» en la integral. Dirichlet anunciaba también 
trabajos posteriores sobre este. tema, pero dichos trabajos nunca 
fueron publicados?, y, durante veinticinco años, nadie parece haber 
intentado avanzar por este camino debido a que la consideración 
de funciones tan «patológicas» parecía en aquella época totalmente 
desprovista de interés; en todo caso, cuando Riemann, en 1854 
([259 al, pp. 227-264), vuelve a considerar la cuestión (siempre a 
propósito de las series trigonométricas*), siente la necesidad de 
justificar su trabajo: «Cualquiera que sea nuestra ignorancia respecto 
a la manera según la cual las fuerzas y los estados de la materia varían 
con el tiempo y el lugar en el infinitamente pequeño, podemos tener 
por seguro que las funciones a las que no son aplicables los resultados 
de Dirichlet no intervienen en los fenómenos naturales. Sin embargo 
—Ñcontinúa— parece que estos casos no tratados por Dirichlet son 
dignos de atención por dos razones. Primeramente, como señala el 
mismo Dirichlet al final de su trabajo, este tema está muy estrecha- 
mente relacionado con los principios del cálculo infinitesimal, y puede 
servir para aportar mayor claridad y seguridad a estos principios, 
Desde este punto de vista, su estudio tiene un interés inmediato. En 
segundo lugar, la aparición de las series de Fourier no se limita a los 
trabajos de fisica, hoy día son aplicadas también con éxito en un do- 
minio de las matemáticas puras, la teoría de números, y parece que aquí 
son precisamente las funciones cuyo desarrollo en serie trigonométrica 
no ha sido estudiado por Dirichlet las que ofrecen interés» ([259 a], 
pp. 237-238). : 
La idea de Riemann es la de partir del procedimiento de aproxi- 
mación de la integral, cuya importancia fue señalada por Cauchy, 
y determinar cuándo las «sumas de Riemann» de una función VA 
en un intervalo acotado [a, b] tienden hacia un límite (cuando la 
longitud máxima de los subintervalos de la división tiende hacia 0), 
problema cuya solución obtiene sin gran trabajo en la siguiente 


que proporcionan los coeficientes del desarrollo de q en serie de 
Fourier, tenían un sentido intuitivo evidente desde el momento en 
que se suponía que q era continua y monótona a trozos?. También 
Dirichlet se limita en principio a estas funciones en la célebre me: 
moria ([92], t. L, pp. 117-132) en la que establece la convergen 
de la serie de Fourier, pero ya al final de su trabajo se preocupa de 
la extensión de sus resultados a clases más amplias de funciones. 
Es sabido que fue en esta ocasión cuando Dirichlet, precisando las 
ideas de Fourier, define la noción general de función tal y como 
entiende hoy; el primer punto a dilucidar era naturalmente el de 
- saber en qué casos seguía siendo posible dar un sentido a las fórm 
las (1). «Cuando las soluciones de continuidad [de q] son infinitas... 
dice Dirichlet (loc. cit., pp. 131-132), «es necesario que entonces la. 
Junción p(x) sea tal que, si designamos por a y b dos cantidades cuale 
quiera comprendidas entre —n y +1, puedan encontrarse siempr 
otras cantidades r y s entre a y b lo bastante próximas para que 
Junción sea continua en el intervalo entre r y s. Se sentirá fácilment 
la necesidad de esta restricción al considerar que los diferentes términos. 
de la serie [de Fourier] son integrales definidas y remontándose 
la noción fundamental de integral. Se verá entonces que la integral | 
de una función no tiene otro significado que el de que la Jfunción satisfac 
la condición enunciada anteriormente.» Ñ 
.. En términos modernos, Dirichlet parece creer que la integrabili 
dad es equivalente al hecho de que los puntos de discontinuidac 
formen un conjunto «diseminado», y señala además, algunas líneas 
más abajo, el célebre ejemplo de la función igual a c para x racional | 
y a un valor d distinto para x irracional, y afirma que esta funciór 


como xo x?, y las fórmulas (1) figuran ya en un trabajo de Clairaut de 1754 y en una 
memoria de Euler de 1777. Pero allí donde el siglo xvi, a falta de una noción clara 
de lo que significa un desarrollo én serie, dejaba de lado estos resultados y conservaba 
intacta la creencia en la imposibilidad de obtener tales desarrollos para las funciones. 
«discontinuas», Fourier, por el contrario, proclama que sus desarrollos son conver: | 
gentes «cualquiera que pueda ser la curva dada que responda a p(x), bien sea que sele. 
pueda asignar una ecuación analítica, bien sea que no dependa de ninguna ley regular» 
([172], t. L p. 210). e 

? Para Fourier la integral se define todavía recurriendo a la noción de área; ré- 
cordemos que la definición analítica de la integral no aparece hasta Cauchy (cf. pás 
gina 272). , E 


? Según algunas indicaciones (bastante oscuras) de Lipschitz [205 a], Dirichlet 
habría creído tal vez que si el conjunto de los puntos de discontinuidad es «diseminado», 
su «derivado» es finito, y en todo caso habría limitado sus trabajos al caso en que es así. 
* Desde Dirichlet y Riemann hasta nuestros días podremos ver cómo continúa 
esta estrecha asociación entre la integración y lo que nosotros llamamos ahora «aná- 
lisis armónico», que constituye de alguna manera su piedra de toque. 
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forma: para cada a > 0 existe una subdivisión de [a, b] en inter 


valos parciales de longitud máxima suficientemente pequeña para | 
que la suma de las longitudes de los intervalos de esta subdivisión | 


en los que la oscilación de f es > a, sea arbitrariamente pequeña, 


Y demuestra además que esta condición es verificada no solamente 


por las funciones continuas y monótonas a trozos, sino también 
por funciones que pueden tener un conjunto de puntos de discont;: 
nuidad denso*. 


La memoria de Riemann no fue publicada hasta 1867, después 
de su muerte. Pero, esta vez, la época era más favorable a este tipo 
de investigaciones, y la «integral de Riemann» ocupó de modo 


natural su lugar dentro de la corriente de ideas que llevaba entonces. 


e 


a un estudio a fondo del «continuo» y de las funciones de variables 
reales (Weierstrass, du Bois-Reymond, Hankel, Dini) y que culmi- | 
naría, con Cantor, en el surgimiento de la teoría de conjuntos. 

La forma dada por Riemann a la condición de integrabilidad sugería | 
la idea de la «medida» del conjunto de puntos de discontinuidad 


de una función en un intervalo, pero todavía deberían transcurrir. 
treinta años antes de que se llegase a dar una definición fecunda y. 


cómoda de esta noción. 


Los primeros intentos en esta dirección se deben a Stolz, Harnack- 
y Cantor (1884-1885); para definir la «medida» de una parte E | 
acotada de R, los dos primeros consideran conjuntos F > E que | 
sean uniones finitas de intervalos, toman para cada F la suma de. 
las longitudes de los intervalos correspondientes, y llaman «medida». 


de E al extremo inferior de estos números; mientras que Cantor, 


situándose ya desde el principio en R”, considera, para un conjunto. E 
E acotado y para p > 0el entorno V(p) de E formado por los puntos. 


cuya distancia a E es < P, y toma el extremo inferior del «volu-- 


men» de V(p)?. Con esta definición resulta que la «medida» de. 


3 Por el contrario, H. J. Smith dio ya en 1875 el primer ejemplo de una función A 


no integrable en el sentido de Riemann y cuyo conjunto de puntos de discontinuidad: 


es «diseminado» (1287), t. 11, pp. 86-100). 


” Cantor no da una definición precisa de este «volumen» y se limita a decir que puede: : 


calcularse mediante una integral múltiple ([47), pp. 229-236 y 257-258). Se ve fácil-: 
mente, aplicando el teorema de Borel-Lebesgue, que su definición equivale a la de: 


Stolz-Harnack. 


Integración en los espacios localmente compactos 305 


un Conjunto es igual a la de su adherencia, de donde se deduce en * 


particular que la «medida» de la unión de dos conjuntos sin puntos 
comunes puede ser estrictamente inferior a la suma de las «medidas» 
de estos dos conjuntos. Sin duda para paliar esta última dificultad, 
Peano [246 a] y Jordan (1174 el, t. 1, pp. 28-31), algunos años después, 
introducen, al lado de la «medida» de Cantor H(A) de un conjunto 


mos «cuadrables») para los cuales estos dos números coinciden. 
La unión de dos conjuntos cuadrables A y B sin puntos comunes es 
entonces cuadrable y tiene como «medida» la suma de las «medidas» 
de A y B, pero un conjunto abierto y acotado no es necesariamente 
cuadrable, y el conjunto de los números racionales contenidos en 
un intervalo acotado tampoco lo es, lo que quitaba mucho interés 
a la noción de Peano-Jordan. E 

A E. Borel corresponde el mérito de haber sabido discernir los 
defectos de las definiciones anteriores y de haber visto la forma de 
remediarlos [32 a]. Se sabía desde Cantor que todo conjunto abierto 
U de R es la unión de la familia numerable de sus «componentes», 
intervalos abiertos tales que dos cualesquiera de ellos no tienen 
ningún punto común; en vez de intentar aproximar U «desde fuera», 
encerrándolo en una sucesión finita de intervalos, Borel, apoyándose 


en el resultado anterior, propone tomar como medida de U (cuando - 


U es acotado) la suma de las longitudes de sus componentes. Después 
describe muy sumariamente” las clases de conjuntos (llamados más 
tarde «borelianos») que se pueden obtener a partir de los conjuntos 
abiertos, iterando indefinidamente las Operaciones de unión nume- 
rable y de «diferencia» A — B, e indica que, para estos conjuntos, 
se puede definir una medida que posee la propiedad fundamental 
de la aditividad completa: si una sucesión (A,,) está formada por con- 
juntos borelianos disjuntos dos a dos, la medida de su unión (su- 
Puesto que es acotada) es igual a la suma de sus medidas. 

Esta definición debía inaugurar una nueva era del Análisis: por 


Ñ ; 
En este momento la medida no es todavía para Borel más que un medio técnico 
con vistas al estudio de ciertas series de funciones racionales, y él mismo subraya 
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una parte, en relación con los trabajos contemporáneos de Baire, | primitives» («Lecciones sobre la inte 
era el punto de partida de toda una serie de trabajos de naturaleza primitivas») [196 c] e E : 
topológica acerca de la clasificación de los conjuntos de E No podemos aquí detenernos a describir detalladamente los 
(véase p. 226), y, sobre todo, serviría de base para la extensión de la: inumerables progresos que supondrían 158 resultados de Lebesgu A 
noción de integral, llevada a cabo por Lebesgue en los Primeros en el estudio de los problemas clásicos del Cálculo infinitesimal, 
años del siglo Xx. A El mismo había aplicado ya, en su tesis, su teoría a la extensión de 
En su tesis [196'a |, Lebesgue comienza por desarrollar y precisar las nociones clásicas de longitud y de área a conjuntos más generales 
las sucintas indicaciones de E. Borel; a imitación del método d : que las curvas y superficies usuales; acerca del considerable desarrollo : 
Peano-Jordan, la «medida exterior» de un conjunto acotado A < R de esta teoría desde hace medio siglo remitimos al lector a la expo- 
se define como el extremo inferior de las medidas de los conjuntos. sición reciente de L. Cesari [59]. Mencionemos también las apli- 
abiertos que contienen A; después, si I es un intervalo que contiene: caciones a las series trigonométricas, desarrolladas por Lebesgue 
a A; la «medida interior» de Á es la diferencia entre las medidas. casi inmediatamente después de su tesis [196 b], y que abrirían 
exteriores de 1 y de I — A; de este modo se obtiene una noción de nuevos horizontes en esta teoría, cuya exploración está lejos de 
«conjunto medible» que solamente difiere de la definición «conan haberse terminado (véase [345]). Por último, y fundamentalmente, 
tructiva» inicial de Borel por el hecho de añadir una parte de un [Ja definición de los espacios [? y el teorema de Fischer-Riesz ([111), 
conjunto de medida nula en el sentido de Borel. Esta definición sen $ Pó60ay e); cf. p. 293) ponían en evidencia el papel que podía tener 
extendía inmediatamente a los espacios R”; la antigua te en el Análisis funcional la nueva noción de integral, papel que no 


haría otra cosa que crecer con las generalizaciones posteriores de 
esta noción, de las que hablaremos dentro de un momento. 


cd Antes de esto nos detendremos un poco más extensamente en 
«área» limitada por la curva y = f(x), las rectas x=a, x=b:e | uno de los problemas a los que Lebesgue dedicó más esfuerzos, la 


gración y el cálculo de funciones 


bo. E E 
de la integral definida úl Fúdt de una función acotada y > 0 como | 
a ES 


y=0 orcionaba entonces una extensión inmediata de la [ relación entre las nociones de integral y de primitiva. Con motivo 

e al de RA a todas las funciones f para las que estuviest de la generalización de la integral introducida por Riemann se había 

decia la medida del conjunto precedente. Pero la originalidad planteado de un modo natural la cuestión de saber si la correspon- 

dE Ea ue no reside tanto en la idea de esta extensión * como en [ dencia clásica entre integral y primitiva, válida para las funciones 
h O del teorema fundamental sobre el paso al límite | continuas, seguía siéndolo en casos más generales. Es fácil sin em- 

E E esa así concebida, teorema que aparece en él como conse bargo dar ejemplos de funciones fintegrables en el sentido de Riemann 

p 3 z > la .,. 9. : A O $ , ' : 

cuencia de ser la medida completamente aditiva”; Lebesgue se da y tales que[* fídt no tenga derivada (ni siquiera derivada a la 

cuenta inmediatamente de su importancia y hace de él la E E 

A A S 12 Entre las consecuencias más importantes de este teorema en la teoría general 


en sus célebres «Legons sur Pintégration et la recherche des fonctions | dela integración, hay que señalar en particular el teorema de Egoroff sobre la conver- 
j 1 ne gencia de sucesiones de funciones medibles [99], precisando observaciones anteriores 

: A , as dea E de Borel y Lebesgue. Por otra parte, las funciones medibles (numéricas) habían sido 
- * Independientemente de Lebesgue, W. H. Young había tenido esta m + [| Primeramente definidas por Lebesgue por la propiedad de que, para una función 38 
para las"funciones semicontinuas [339 al. | de esta clase, la imagen recíproca por f de todo intervalo de R es un conjunto medible. 
? El caso particular de este teorema, considerando una sucesión de funciones. Pero ya en 1903, Borel y Lebesgue habían llamado la atención sobre las propiedades 
integrables en el sentido de Riemann en un intervalo compacto, uniformemente: topológicas de estas funciones, a las que Vitali dio su forma definitiva, formulando 
acotadas, y cuyo límite es integrable en el sentido de Riemann, había sido demostrado a en 1905 [320 a] la propiedad de las funciones medibles conocida ordinariamente 


por Arzelá [9 a] dE con el nombre de «teorema de Lusin» (que volvió a encontrarlo en 1912). 
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derecha o a la izquierda) en ciertos puntos; reciprocamente, Volterra: 
había mostrado en 1881 que una función F(x) puede tener una deri- 
vada acotada en un intervalo L, pero no integrable (en el sentido de: 
Riemann) en 1. Mediante un análisis extraordinariamente sutil (para. 
el que no era suficiente, ni mucho menos, el teorema del paso al | 
límite en la integral), Lebesgue consiguió demostrar que, si f és | 


x 


integrable (en su sentido) en [a, b], F(x) = ] f(Ddt tiene en casi op 


todo punto una derivada igual a f(x) [196c]. Recíprocamente, si A 
una función g es derivable en [a, b] y si su derivada g' = f es aco- 
tada, entonces f es integrable y se tiene la fórmula g(x) — g(a) = 


h At)d1. Pero Lebesgue señala que el problema es mucho más = 


todo punto (función «singular»). Faltaba caracterizar las funciones 
de variación acotada g tales que se verifique la relación (2). Lebesgue 
estableció que estas funciones (llamadas «absolutamente continuas» 
por Vitali, que las estudió detalladamente) son aquellas que poseen 
la propiedad siguiente: la variación total de g en un conjunto abierto 
U (suma de las variaciones totales de g en cada una de las compo- 
nentes conexas de U) tiende a O con la medida de U. 

Veremos más abajo cómo estos resultados, bajo una forma más 
débil, adquirirían más tarde un alcance mucho más general. En su 
. forma inicial, su campo de aplicación era bastante restringido, y 

no superaba el marco de la teoría «fina» de las funciones de variables 
reales, cuyo desarrollo posterior no estudiaremos aquí, nos conteri- 
taremos con mencionar los profundos trabajos de Denjoy y de sus 
competidores y continuadores (Perron, de la Vallée-Poussin, Khint-' 
chine, Lusin, Banach, etc.); el lector encontrará una exposición 


complejo cuando g' no es acotada; en este caso g” no es necesaria. - 
mente integrable, y el primer problema era por tanto el de caracteri- | 
zar las funciones continuas g para las que g' existe en casi todo punto [ detallada en el libro de S. Saks [268]. 

y es integrable. Limitándose al caso en que uno de los «números j Uno delos avances esenciales aportados por la teoría de Lebesgue ' 
derivados»** de g es siempre finito, Lebesgue mostró que g es enz | se refiere a las integrales múltiples. Esta noción había sido intro- 
tonces necesariamente una función de variación acotada*?. Final- | ducida hacia mediados del siglo xvm, y lo fue primeramente en la 
mente establece una recíproca de este último resultado: una función [ forma de «integral indefinida» (por analogía con la teoría de la integral 
de variación acotada g admite en casi todo punto una derivada, y 
g' es integrable, pero ya no se tiene necesariamente a 


e) ga) — ela) = f Ed; 


la diferencia entre los dos miembros de.esta relación es una función 
de variación acotada no constante y su derivada es nula en casi | 


- para las funciones de una variable, Te Hx,y)dxdy designa” una 


| solución de la ecuación 


a Lx, y) Pero' ya en 1770 tiene Euler. 
una concepción muy clara de la'integral doble extendida a un dominio 
acotado (limitado por arcos de curvas analíticas), y escribe correc- 
tamente la fórmula que permite calcular una integral de este tipo 
| mediante dos integrales simples sucesivas ([108 a](1), t. XVII 'pp. 289- 
| 315). No era difícil justificar esta fórmula a partir de «sumas de 
| Riemann» mientras la función integrada fuese continua y el dominio 
de integración no demasiado complicado, pero a partir del momento 
en quese querían abordar casos más generales, el procédimiento 
de Riemann encontrabá serias dificultades Vx, y) puede ser inte- 


grable en el sentido de Riemann sin que ñl dxl fx, yy lenss 


11 Los números derivados a la derecha de g en el punto x son los dos límites. 
lim sup (e(x + 4) — g(x))/h, lím inf (g(x + A) — g(x))/h. Los números derivados a: 
h>0 h>0 h=0>0 , 0 
la izquierda se definen del mismo modo, 

12 Estas funciones habían sido introducidas por Jordan a propósito de la rectifica: E 
ción de las curvas [174 c]. Jordan demostró que se puede dar de ellas las dos definiciones: 
equivalentes siguientes: a) f es diferencia de dos funciones crecientes; b) para toda. 
subdivisión del intervalo [a, 6] mediante una sucesión finita creciente de puntos: 


(xdosigm con a = Xy, b = Xx, lasuma E |f(x;) — fíx,- 1)| está acotada por un número: 
z p i=1 d CA 


sentido, considerando las integrales simples en el sentido de Riemann), 


independiente de la. subdivisión considerada. El extremo superior de estas sumas Cs : . 
Estas dificultades desaparecen cuando se pasa a la definición de 


la variación total de f en la, b]. dE 
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Lebesgue; ya este último había mostrado en su tesis que, cuande 
F(x, y) es una «función de Baire» acotada, también lo son las fun 


ciones y > f(x, y) (para todo x) y x > y fix, ykdy, y se tiene la 


fórmula 


6) ff 70. pasa = fax [10.10 


(integral tomada sobre un rectángulo). Un poco más tarde, Fubini 
aporta [121] un complemento importante a este resultado demos. 
trando que, si se supone solamente que f es integrable, entonces el | 
conjunto de las x tales que y > f(x, y) no es integrable, es de medida | 
nula, lo que permitía extender inmediatamente la fórmula (3) 4 | 
este caso. O 
Finalmente, en 1910 [196 e], Lebesgue aborda la extensión 
las integrales múltiples de sus resultados acerca de las derivad 
de las integrales simples. De este modo, asocia a una función f, 
integrable en toda parte compacta de R”, la función de conjunto 


F(E) = af Faydx, definida para toda parte integrable E de R”, q 
E 


generaliza el concepto de «integral indefinida», y señala con este 
motivo que esta función posee las dos propiedades siguient 
1.2 es completamente aditiva; 2.0 es «absolutamente continua» 
el sentido de que F(E) tiende a 0 con la medida de E. La parte fund 
mental de la memoria de Lebesgue consiste en demostrar la. pro 
sición reciproca de ésta*?. Pero no se detiene aquí, y, siguien 
en la misma dirección, hace notar la posibilidad de generalizar. 
noción de función de variación acotada, considerando las funcion 
de conjunto medible F(E) completamente aditivas y tales q 


2 | F(E,) | permanezca acotada para toda partición numerable d 


E en partes medibles E,,. Y, si bien se limita a considerar solamen 
funciones de esta clase en el conjunto de los «rectángulos» de R”, 
está bien claro que solamente había que dar un paso para llegar 


13 La principal herramienta para esta demostración es un teorema de recub 
miento demostrado algún tiempo antes por Vitali [320 b], y que sigue sien 
fundamental en este tipo de cuestiones. E 
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la noción general de medida que va a definir J. Radon en 1913, 
englobando en una misma síntesis la integral de Lebesgue y la in- 
tegral de Stieltjes, de la que vamos a hablar ahora. 


En 1894, T. Stieltjes publica, con el título «Recherches sur les 
fractions continues» («Investigaciones sobre las fracciones con- 
tinuas») [297], una memoria muy original, en la que, a partir de 
una cuestión aparentemente muy particular, se planteaban y resolvían 
con gran elegancia, problemas de naturaleza completamente nueva 
en la teoría de funciones analíticas y en la de funciones de una varia- 
ble real**, Buscando una representación del límite de una cierta 
sucesión de funciones analíticas, Stieltjes, entre Otros, se había visto 
llevado a introducir, sobre la recta, el concepto de una «distribución 
de masa» positiva, noción familiar desde mucho antes en las ciencias 
fisicas, pero que hasta entonces solamente había sido considerada 
en matemáticas con una serie de hipótesis restrictivas (en general 
la existencia de una «densidad» en todo punto, variando de forma 
continua); Stieltjes señala que una distribución de este tipo equivale 
a una función creciente p(x) que da la masa total correspondiente 
al intervalo de extremos 0 y x para x > 0, y esta masa cambiada de 
signo para x < 0, correspondiendo las discontinuidades de p a las 
masas «concentradas en un punto» **, Stieltjes forma entonces, para 
una distribución de este tipo en un intervalo fa, bl, las «sumas de 


Riemann» 2 FE) (p(x, +1) — p(xi)) y demuestra que, cuando Fes 
cotiqua en (a, b], estas sumas tienden hacia un límite que designa 
por | fxidp(x). No necesitando integrar más que funciones conti- 


a 
nuas (e incluso derivables), Stieltjes no llevó más adelante el estudio 
de esta integral*, y esta noción no pareció atraer la atención durante 


14 Eg aquí donde, entre otros, se fi E 
A , ormula y resuelve el célebre «problema d 
momentos» (cf. 296). s o 
a: sE al 
3 Stieltjes no hace todavía distinción entre los distintos tipos de intervalos con 
los mismos extremos a, b, lo que le lleva a considerar que en los puntos de discontinui- 
dad c de $, una parte de la masa concentrada en c pertenece al intervalo de origen e 
y e al intervalo de extremo e, según el valor de p(c). e 
E Hay que pul sin embargo, la primera aparición, en Stieltjes, de la idea de 
onvergencia» de una sucesión de medidas (1297 95; 
pe (1297), p. 95; se trata de hecho del 
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diez años1!”, Pero en 1909, F. Riesz [260 d], al resolver un problema | 


1 A 
que las integrales de Stieltjes f = S Ffdg son los funcionales lineales | 


a 
continuos más generales sobre el espacio C(I) de las funciones numé- 
ricas continuas sobre el intervalo I = [a, b] (estando dotado C(I) de 
la topología de la convergencia uniforme'?), y la elegancia y sencillez | 
de este resultado suscitaron inmediatamente diversas generaliza. S 
ciones. La más feliz fue la de Radon, en 1913 [256]: combinando lás a] 
ideas de F, Riesz y de Lebesgue, mostró la forma de definiruna integral | 
mediante los procedimientos de Lebesgue partiendo de una «función | 
de conjunto completamente aditiva» cualquiera (definida sobre los. : 
conjuntos medibles para la medida de Lebesgue) en vez de partir. 
.de la medida de Lebesgue. En la noción de «medida de Radon 
sobre R” así definida estaba «incluida» la de función «de variación | 


acotada»: la descomposición de una función de variación acotada. 
en diferencia de dos funciones crecientes es un caso particular de la 
descomposición de una medida en diferencia de dos medidas po e 
tivas; igualmente, la «medida de base ¡w» corresponde a la noción | 
de función «absolutamente continua», y la descomposición de una | 
medida cualquiera en una medida de base y y una medida «singular: 
a la descomposición de Lebesgue de una función de variación acotad 
en suma de una función absolutamente continua y una funció 
«singular». Además, Radon demostró que la «densidad» respect 
a u de una medida de base y sigue existiendo cuando y es una medida. 
que tiene como base la medida de Lebesgue, utilizando una ide 
anterior de F. Riesz (recogida y popularizada más tarde por J. vo 
Neumann, entre otros), que consiste en construir una imagen de 1 
medida u por medio de una aplicación 8 de R” en R, elegida de t: 
modo que 0(u) sea la medida de Lebesgue sobre R. da 


17 Sin embargo, toma importancia con el desarrollo de la teoría espectral de operá- | 
dores, a partir de 1906, por Hilbert y su escuela, Con este motivo define Hellinge 
' f (de) . 


» 


hacia 1907, integrales tales como la que designaba que parecian en principio 


más generales que la de Stieltjes, pero de hecho Hahn mostró, ya en 
a esta última. : e 

19 Es también en este trabajo donde aparece la noción de límite vago de una suce: . 
sión de medidas ([260 dl, p. 49). . 


1912, que se reducían. 


planteado algunos años antes por Hadamard (cf. p. 293), demostraba k 


| de los espacios L? ([324 g], pp. 127-130). 
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Casi inmediatamente después de la aparición de la memoria de 
Radon, Fréchet señalaba que casi todos los resultados de este trabajo 
podían extenderse al caso en que la «función de conjunto completa- 
mente aditiva», en vez de estar definida para las partes medibles 
de R”, está definida para ciertas partes de un conjunto E cualquiera 


j (estas partes deben ser tales que las operaciones de unión numerabie 


y de «diferencia» den lugar a conjuntos para los que esté definida 
fa función). Sin embargo, la expresión de una medida de base u en 
la forma g.u se apoyaba en Lebesgue y Radon en razonamientos en 
los que intervenía de modo decisivo la topología de R” (y hemos 
visto que la demostración de Radon es válida solamente si 1 es una 
medida que tiene como base la medida de Lebesgue), y hasta 1930 no 
obtiene O. Nikodym [235] este teorema en su forma general mediante 
un razonamiento directo (notablemente simplificado algunos años 
después por J. von Neumann gracias al empleo de las propiedades 


Con la memoria de Radon la teoría general de la integración 


- podía considerarse como terminada en sus grandes líneas; entre los 


avances esenciales posteriores solamente podemos citar la definición 
de producto infinito de medidas, debido a Daniell [79 b], y la de 


- integral de una función con valores en un espacio de Banach, dada 
- por Bochner en 1933 [24 a], que anunciaba el estudio más general de la 


«integral débil» desarrollado algunos años después por Gelfand 
[125 a], Dunford y Pettis ([95] y [96)). Pero todavía había que popu- 


- larizar la nueva teoría y convertirla en una herramienta matemática 
- de.uso corriente, en tanto que la mayoría de los matemáticos, ha- 


cia 1910,consideraban únicamente la «integral de Lebesgue» como 
un instrumento de alta precisión y de delicado manejo, destinado 
solamente a trabajos de sutileza y abstracción extremadas. Esta 
fue la obra de Carathéodory, en un libro que se consideró durante 


| mucho tiempo como un clásico [49] y que enriqueció además la 


teoría de Radon con numerosas observaciones originales. 

Pero es también en este libro cuando, por primera vez, la noción 
de integral, que había sido una de las preocupaciones principales de 
Lebesgue (como lo ponen suficientemente de manifiesto los títulos 
de su tesis [196 a] y su principal obra sobre estas cuestiones [196 c]), 
cede la primacía ala de medida, que para Lebesgue (como antes para 


| Jordan) solo había sido un medio técnico auxiliar. Este cambio de 


"importancia que parece haber concedido a las «medidas p-dimensi 


demasiado, es en lo que se refiere a las aplicaciones donde deber 
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de 1920: teoría de la probabilidad (en otro tiempo pretexto para adivi- 
naciones y paradojas, y que se ha convertido en una rama de la teoría 
de la Integración desde su axiomatización por Kolmogorov [1837, 
pero en una rama autónoma con sus métodos y problemas propios); 
teoría ergódica; teoría espectral y análisis armónico, desde el des- 
cubrimiento por Haar de la medida que lleva su nombre, y el mo- 
vimiento de ideas provocado por este descubrimiento ha hecho 
de la integral uno de los instrumentos más importantes en la teoría 
de grupos. 


punto de vista se debía, sin duda, en Carathéodory a la excesiv, 


nales»!?, A partir de entonces los autores que se han ocupado de |; 
integración se han dividido entre estos dos puntos de vista, no. si 
originar una serie de debates que han hecho correr mucha tinta, ya 
que no mucha sangre. Los unos han seguido a Carathéodory; en su 
exposiciones cada vez más abstractas y axiomatizadas, la medida 
con todos los refinamientos técnicos a los que se presta, no solament 
desempeña el papel principal, sino que tiende a perder contacto co 
las estructuras topológicas a las que está en realidad ligada en: 
mayor parte de los probiemas en que interviene. Otras exposici 
siguen, más o menos, un método ya indicado en 1911 por W. H. Youns 
en una memoria desgraciadamente poco conocida [339 b] y desarr 
llado después por Daniell. El primero, al tratar la integral de Lebesgi 
partía de la «integral de Cauchy» de las funciones continuas con: so 
porte compacto, que se suponía conocida, para definir sucesivame; 
la integral superior de las funciones semicontinuas inferiormente 
después de las funciones numéricas cualesquiera, obteniéndose de 
esta manera una definición de las funciones integrables, calcada sob, 
la de Lebesgue para los conjuntos, por medios únicamente «funci 
nales». Daniel, en 1918 ([76 a]; cf. [207]) extendió esta exposición, co 
algunas modificaciones, a funciones definidas en un conjunto cu 
quiera; dentro del mismo orden de ideas (y estrechamente relaciona: 
con los métodos empleados en teoría espectral antes de Gelfand) d 
bemos señalar también la memoria de F. Riesz [260 h] que expon 
una forma concisa y elegante los resultados de la teoría de los espaci 
ordenados que intervienen en la teoría de:la Integración. EE 
Más que en lo relativo a las obras expositivas, más o men: 
agradables de leer, pero cuyo contenido sustancial no podía. variar 


buscar los progresos realizados por la teoría de la integración: de 


12 Se trata aquí de la generalización de la noción de «longitud de una curva plana» 
a valores cualesquiera m y p de las dimensiones del espacio. ambiente y del espaci 
estudiado; se supone, desde luego, que se tiene 0 < p < n, pero no se supone sien 
que p sea entero. Esta cuestión ha sido objeto de los trabajos de numerosos au 
desde Minkowski, Carathéodory y Hausdorff; el mismo Lebesgue, que aborda al; 
casos particulares en su tesis, no parece haber visto en él más que una ocasió: 
poner a prueba la potencia de las herramientas que acababa de forjar. 


- MEDIDA DE HAAR. 
- CONVOLUCION 


Las nociones de longitud, de área y de volumen están esencial. 
mente ligadas, en los griegos, a su invariabilidad por los desplazamie : 
tos: «Las cosas que coinciden (epapuogovta) son iguales» (Euclides, 
El., Libro 1, «Noción común» 4); mediante un empleo ingenioso de 
este principio se obtienen todas las fórmulas que dan las áreas ol 
volúmenes de las «figuras» clásicas (polígonos, cónicas, poliedro 
esferas, etc.), bien empleando procedimientos de descomposición 
finita, bien por el «método exhaustivo»*. En lenguaje modern: 
puede decirse que lo que hacen los geómetras griegos es demostra 
la existencia de «funciones de conjunto» aditivas e invariantes p 
desplazamientos, pero definidas solamente para conjuntos de 


1 Se puede demostrar que si dos poligonos planos P, P” tienen la misma á 
.existen dos polígonos R > P, R' > P”, cada uno de los cuales puede descomponer 
en un número finito de polígonos R, (resp. R;) (1 < ¿<m) sin puntos interio 
comunes, y tales que R, y R; se obtienen uno a partir de otro mediante un desplaza 
miento (dependiente de 1) y tales que R (resp. R') sea unión de una familia finita 
polígonos S, (resp. Sj) (0 < < hn) sin puntos interiores comunes, con So =P, So: 
P”, obteniéndose S; a partir de S, mediante un desplazamiento para i<j Sn. P 
el contrario, M. Dehn ha mostrado (3/] que esta propiedad deja de ser válida 
el volumen de los pohiedros, y que los procedimientos «exhaustivos» empleados desde 


Eudoxio eran por consiguiente insoslayables. 
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tipo muy especial. Puede entonces considerarse que el Cálculo integral 
responde a la necesidad de ampliar el dominio de definición de estas 
funciones de conjunto y, de Cavalieri a H. Lebesgue, ésta será una 
de las preocupaciones principales de los analistas. La propiedad de 


“invariabilidad por desplazamientos pasa en cambio a segundo plano, 
_al haberse convertido en una consecuencia trivial de la fórmula 


general de cambio de variables en las integrales dobles y triples, y del 
hecho de que una transformación ortogonal tiene un determinante 
igual a +1. Incluso en las geometrías no euclídeas (en las que, sin 
embargo, el grupo de los desplazamientos es diferente) el punto de 
vista sigue siendo el mismo: de forma general, Rienann define los 
elementos infinitesimales de área o de volumen (o sus análogos 
para las dimensiones >3) a partir de un ds? mediante las fórmulas 
euclídeas clásicas, y su invariabilidad por las transformaciones que 
dejan invariantes el ds? es entonces casi una tautología, 

Hasta 1890, no aparecen otras extensiones menos inmediatas de 
la noción de medida invariante por un grupo, con el desarrollo de la 
teoría de los invariantes integrales, sobre todo por H. Poincaré y 


- E.Cartan. H. Poincaré se limita a considerar grupos uniparamétricos 


operando sobre una parte del espacio, mientras. que E. Cartan se 


interesa principalmente por los grupos de desplazamientos, pero 


operando sobre espacios distintos de aquel en el que están definidos. 
Por ejemplo, determina de este modo, entre otros (22d e IL, 
pp. 265-302) la medida invariante (para el grupo de los desplaza- 
mientos) en el espacio de las rectas de R? o de R””, señalando además 
que en general los invariantes integrales para un grupo de Lie no 
son otra cosa que invariantes diferenciales particulares y que, por 
tanto es posible la determinación de todos ellos por los métodos de 
Lie. No parece, sin embargo, que se hubiese pensado en considerar 
ni en utilizar una medida invariante sobre el grupo mismo antes del 
trabajo fundamental de A. Hurwitz, en 1897 [168]. Intentando obte- 
ner los polinomios (sobre R”) invariantes para el grupo ortogonal, 
Hurwitz parte de la observación de que para un grupo finito de trans- 


* La medida invariante sobre el espacio de las rectas del plano ya había sido 
determinada en lo esencial con motivo de problemas de «probabilidades geométricas», 
sobre todo por Crofton, cuyos trabajos probablemente no eran conocidos por E, 
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formaciones lineales el problema se resuelve inmediatamente to: 
mando la media de las transformadas s.P de un polinomio cualquiera P 
por todos los elementos del grupo, lo que le sugiere la idea de rempla- 
zar, para el grupo ortogonal, la media por una integral relativa a una 
medida invariante. Hurwitz da explícitamente la expresión de esta 
última empleando la representación paramétrica mediante los ángu: 
los de Euler, pero observa inmediatamente (independientemente 
de E. Cartan) que los métodos de Lie aseguraban la existencia de una 
medida invariante para todo grupo de Lie. Las ideas de Hurwitz 
no tuvieron un eco inmediato, a causa tal vez del declinar de la teoría 
-de los invariantes a principios del siglo xx y solo se empezaría a reco- 
nocer su valor a partir de 1924 con la extensión a los grupos de Lie 
compactos, por 1. Schur y H. Weyl, de la teoría clásica de Frobenius 
(pp. 168-169) sobre las representaciones lineales de los grupos finito 
El primero se limita al caso del grupo ortogonal y muestra cómo el mé- 
todo de Hurwitz permite extender las relaciones clásicas de ortogonal 
dad de los caracteres, idea que H. Weyl combina con los trabajos: 
E. Cartan «sobre las álgebras de Lie semisimples para obtener. la 
expresión explicita de los caracteres de las representaciones irred 
cibles de los grupos de Lie compactos y el teorema de reducibilida 
completa [331 b] y, después, mediante una atrevida extensión de: 
noción de «representación regular», el célebre teorema de Peter-Weyl,. 
en perfecta correspondencia con la descomposición de la representa: 
ción regular en sus componentes irreducibles de la teoría de los grupos 
finitos [332]. o 
O. Schreier había fundado un año antes la teoría general de los: 
grupos topológicos [276 a] y, a partir de este momento, era eviden 
que los razonamientos de la memoria de Peter-Weyl seguían siendo ví 
lidos sin modificación para todo grupo topológico sobre el que: 
pueda definir una «medida invariante». Hay que decir, sin embarg: 
que las nociones generales sobre la Topología y la medida estaban t 
davia en está época en plena formación, y que ni la clase de grupos: to 
pológicos sobre los que se podía esperar definir una medida invarian 
ni los conjuntos para los que esta «medida» estaría definida parecía 
estar claramente delimitados. Lo único que resultaba evidente era 
que no podía esperarse extender al caso general los métodos infinites 
males que demostraban la existencia de una medida invariante sobr 
un grupo de Lie. Pero otra corriente de ideas, surgida de los trabaj 


| localmente compactos con una base numerable de 


- diagonal, la medida 


utilizado hoy. 
porque permitió inmediatamente a J. 
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- de Lebesgue sobre la medida, llevaba precisamente a métodos de 
ataque más directos. Hausdorff había demostrado, 
existe ninguna función de conjunto aditiva no idénticamente nula 


en 1914, que no 


definida para todos los subconjuntos de R3 + invariante por desplaza- 
mientos, y parecía natural investigar si este resultado seguía siendo 
válido para R y R?, problema que fue resuelto por S. Banach, de 
forma sorprendente, en-1923, mostrando que por el contrario tal 
«medida» existía en estos dos casos [14 b]. Su procedimiento. muy 
ingenioso, se apoya ya sobre una construcción por inducción trang- 
finita y sobre la consideración de las «medias» y y ÍÁx + 0%) de 
8 : n 

trasladadas de una función por elementos del. uo .Ideas del 
mismo tipo permitieron a A. Haar, en 1933 [139], dar el paso decisivo 
demostrando la existencia de una medida invariante para los grupos 
rándose en el método de aproximación de un ra o 
integral clásico, por yuxtaposición de cubos congruentes de lado 
arbitrariamente pequeño, obtiene, empleando el procedimiento 
invariante como lími 1 

didas aproximadas», procedimiento pa Da O 
Este descubrimiento tuvo un gran eco, especialmente 
von Neumann resolver, para 
el famoso «quinto problema» de Hilbert 
de los grupos de Lie mediante propiedades 


los grupos compactos, 
sobre la caracterización 


- puramente topológicas (con exclusión de toda estructura diferenciable 
dada previamente). Pero se observó inmediatamente que para poder 


emplear la medida invariante de modo eficaz, no bastaba con conocer 
su existencia, sino saber también que era única excepto un factor: 
este punto fue demostrado primeramente por J. von Neumann para 
los grupos compactos, utilizando un método de definición de la me- 
dida de Haar mediante «medias» de funciones continuas análogas 
a las de Banach [324e], más tarde, J. von Neumann [324 f] y 
A, Weil [330 c], siguiendo métodos diferentes, obtuvieron simul- 
taneamente la unicidad en el caso de los grupos localmente compac- 


ds * J. von Ieumaón mostró, en 1929, que la razón profunda del comportamiento 
erente de R y R? por una parte, y de los R” para 1 > 3 por otra, residía en la con- 
mutatividad del grupo de las rotaciones del espacio R?. 
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el toro T (hay que decir que mediante una sucesión de «núcleos» p, no 

positivos, lo que complica especialmente su estudio). Con el nombre 
de «integrales singulares», las expresiones integrales análogas serán 
uno de los temas predilectos de los analistas de finales del siglo xIx y 
- principios del xx, desde P. du Bois-Reymond hasta H. Lebesgue 
Sobre R, Weierstrass emplea la integral (1) para la demostración 
de su teorema de aproximación por polinomios, y con este motivo 
proporciona el principio general de la regularización mediante una 
sucesión de «núcleos» positivos p, de la forma x > c,P(nx). Sobre T 
el ejemplo más célebre de regularización mediante núcleos positivos 
es dado un poco después por Fejér, y a partir de este momento se 
convierte en el procedimiento standard que intervendrá en la mayor 
parte de los «métodos de sumación» de las series de funciones. - 

Sin embargo, estos trabajos, a causa, sin duda, de la disimetría de 
los papeles desempeñados por el «núcleo» y la función regularizada 
no ponían de manifiesto con claridad las propiedades algebraicas 
del producto de convolución. Fue fundamentalmente Volterra quien 
atrajo la atención sobre este punto. Volterra estudia, de modo general 
la «composición» F + G de dos funciones de dos variables 


tos, indicando al mismo tiempo A. Weil de qué manera podía exten- 
“ derse el procedimiento de Haar a los grupos localmente compactos 
cualesquiera. Fue, también, A. Weil quien obtuvo (loc. cit.) la con 
ción de existencia de una «medida» relativamente invariante sobre 
un espacio homogéneo y demostró, por último, que la existencia de 
una «medida» (dotada de propiedades razonables) sobre un grupo 
topológico separado implicaba ipso facto que el grupo es localmente 
precompacto. Estos trabajos completaban en lo fundamental la 
teoría general de la medida de Haar, la única aportación más reciente 
que debemos citar es la noción de medida cuasi-invariante, que no 
aparece aislada hasta más o menos 1950, en relación con la teoría 
de las representaciones de los grupos localmente compactos en los 


espacios de Hilbert. 


La historia del producto de convolución es más compleja. Desde 
principios del siglo xix se observó que si, por ejemplo, F(x, 1) es 
una integral de una ecuación en derivadas parciales en x y £, lineal 
y con coeficientes constantes, entonces a 


f pe F(x — s, 1)f(sids y 
e (F + GXx, y) = f F(x, )G(, yrdt 


es también una integral de la misma ecuación. Poisson, entre otros, 
y ya antes de 1820, utiliza esta idea para escribir las integrales de la 


ecuación del calor en la forma : 


que considera como una generalización, por «paso de finito a infini- 
to», del producto de dos matrices [322 a]. Distingue muy pronto el 
caso (denominado del «ciclo cerrado» a causa de su interpretación 


: . f+wm ==10)2 4, . 
(1) j esp( — 7) F5ds. en la teoría de la herencia) en que F y G dependen solamente de ox 
| -0 t entonces H = F + G depende solamente de y — x, y si escribimos 
Un poco más tarde, la expresión Elx, y) = FW — x), G(x, y) =-g(y — x), se tiene 
H = ES 
¡o pemsen 22 (x—1) Eon Co, y) = A x), 
(2) 5 —— JOdt 
y sen =<S z ht) al Hit — sJg(sjds 


A tal 7 que, para f > 0, h coincide con la convolución de las 
nciones f,, g,, iguales, respectivamente, a 
de fygparar>0,ya0 


de la suma parcial de una serie de Fourier y el estudio, realizado po 
Dirichlet, del límite de esta integral cuando r tiende hacia +00; 
proporciona el primer ejemplo de «regularización» f => p, * f sobi 


Bourbaki, 11 
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Sin embargo, el formalismo algebraico desarrollado por Volterra 
no ponía claramente de manifiesto las relaciones entre la estructura 
de grupo de R y la transformación de Fourier. No vamos a hace 
aquí la historia de esta última, pero resulta conveniente observa 
que a partir de Cauchy, los analistas que se ocupan de la integra 
de Fourier lo hacen sobre todo en el sentido de encontrar condiciones 
cada vez más amplias para la validez de las distintas fórmulas de 
«inversión» y dejan un poco de lado sus propiedades algebraicas 
Desde luego, no podría decirse lo mismo de los trabajos del propio 


Fourier (o de los de Laplace sobre la integral análoga j e"AÓdo 
6 ME 


pero estas transformaciones habían: sido introducidas fundamental: 
mente a propósito de problemas lineales, y no resulta, por tanto, 
demasiado sorprendente que hasta mucho tiempo después no se 
pensara en considerar el producto de dos transformadas de Fourier 
(con la excepción del producto de series trigonométricas o de series 
enteras, pero la relación con la convolución de medidas discretas 
no podía evidentemente ser vista en el siglo x1x). La primera mención 
de este producto y de la convolución sobre R se encuentra probab 
mente en una memoria de Tchebychef [306], a propósito de cu 
tiones de cálculo de probabilidades. En efecto, en esta teor 
la convolución y x v de dos «leyes de probabilidad» sobre R (medid 
de masa total igual a 1) no es otra cosa que la ley de probabilida 
«compuesta» de j y de uv (para la adición de las. «variables aleatoria: 
correspondientes). Desde luego que en Tchebychef se trata úni 
mente de la convolución de leyes de probabilidad con una densi 
(respecto a la medida de Lebesgue), es decir, de la convolución 
funciones; y, por otra parte, aparece solamente de una forma ep: 
sódica, y lo mismo sucederá en los raros trabajos en que apare 
antes del período 1920-1930. En 1920, P.-J. Daniell, en una no: 
poco conocida [76 c |, define la convolución de dos medidas cuale 
quiera sobre R y la trasformada de Fourier de una medida de es 
tipo, y señala explícitamente que la transformación de Fourier has 
pasar de la convolución a1 producto ordinario, formalismo que va 
ser intensamente utilizado por los probabilistas, sobre todo despu 
de P. Lévy. Pero la importancia fundamental de la convolución en. 
teoría de grupos no es reconocida plenamente hasta 1927 por H. Wey 
H. Weyl se da cuenta de que en un grupo compacto la convolució 


de funciones desempeña el iplicaci | 
5 dest papel de la multiplicación e á 
de un grupo finito, permitiéndole, por tanto, definir la e Dl cd 


| 'OMla, que parte de un result 
K. Mahler en Geometría de números, ha sido inaugurada, ES 00 


por Chabauty, y ha sido considerableme 
; nte d 
dizada por Macbeath y Swierczkowski [212]. esarrollada y profun- 


3 INTEGR ACION EN LOS ESPACIOS  .. integración en los espacios no localmente compactos 
NO LOCALMENTE COMPACTOS de 
q E e nidad de coordenadas, en el que diversas aplicaciones al Análisis h 
nn o llevado a dar distintas definiciones no equivalentes de sucesión pS 
vergente, sustituimos una de estas definiciones por otra. Pues Hen 
nada cambia en: lo que se refiere a las propiedades de las familias 
y funciones aditivas de conjuntos en estos espacios. Los trabajos d 
Fréchet son completados por los de Carathéodory, autor dE Sn 
importante teorema de prolongación de una función de ci 
en una medida. El comienzo del libro de Saks [268] nos e $54 
exposición bastante condensada de este punto de vista. o 
El descubrimiento de la medida de Haar sobre los grupos local. 
mente compactos “(pp. 316-323), y sus numerosas aplicaciones, a las 
que se añaden posteriormente los trabajos de Weil y Gelfand en 
Análisis Armónico, dan lugar hacia 1940 a una. profunda modifi- 
cación de este punto de vista: en este tipo de cuestiones, lo más 
cómodo es considerar una medida como una forma en, sobr 
un espacio de funciones continuas. Este método nos obliga a De 
tringirnos a los espacios compactos o localmente compactos. pero 
esto no constituye ninguna traba para la inmensa mayoría de las 
aplicaciones y, por el contrario, la introducción del Análisis Armó- 
E ice grupos p-ádicos y los grupos de adelos por J. Tate 
ze A As SS e a A a una renovación espectacular de la Teoría 
La necesidad de ampliar este punto de vista de tal forma ue 
puedan considerarse medidas sobre espacios topológicos no AA 
mente compactos tiene un origen totalmente diferente. En efecto 
el Cálculo de Probabilidades ha ido dando lugar poco a poco al 
estudio de espacios de este tipo, proporcionando numerosos ejem- 
plos no triviales. Tal vez la razón de la influencia tardía de estas 
cuestiones sobre la teoría de la medida resida en el relativo “aisla- 
miento del Cálculo de Probabilidades, que ha venido ocupando 
una posición marginal con respecto a las disciplinas matemáticas 
tradicionales hasta hace muy poco tiempo. 


Si bien el estudio de las relaciones entre la topología y la teo: 
de la medida se remonta a los comienzos de la teoría moderna de 
las funciones de variables reales, la integración en los espacios 
pológicos separados no ha sido formulada de una manera satisfa 
toria hasta hace muy poco tiempo. Antes de dar un panorama h 
tórico de los trabajos que han precedido la síntesis actual, vam 
a recordar algunas de las etapas de la evolución de las ideas en | 
que a las relaciones entre topología y medida se refiere, E 

Para Lebesgue, el problema consiste únicamente en integr 
funciones de una o varias variables reales. Radon define en 19: 
las medidas más generales sobre R* y las integrales correspondient 
esta teoría, expuesta con detalle en la obra [82] de Ch. de la Vall 
Poussin, hace uso constantemente de las propiedades topológic: 
de los espacios euclídeos. Un poco más tarde, en 1915, Fréchi 
define en [115 c] las medidas «abstractas» sobre un conjunto dotad 
de una tribu, y las integrales correspondientes a dichas medid: 
señalando el hecho de que dicho método permite la obtención 
los resultados fundamentales de la teoría de Lebesgue sin necesida 
de emplear métodos topológicos. Fréchet justifica su tarea coh 1 
siguientes palabras (tomadas de la primera parte de la introducci 
de [115 d]) Supongamos, por ejemplo, que en el espacio de una inf 
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Medidas sobre los espacios de sucesiones 


Una de las ramas más desarrolladas del Cálculo de Probabilidades 
clásico es aquella que se ocupa de los teoremas «de límite» (ley de. 
los grandes números, tendencia hacia la ley de Gauss-Laplace...): 
se trata en estos casos de una profundización de la noción de reg; 
laridad estadística que manifiestan los fenómenos en los que int 
vienen poblaciones muy numerosas. Para la formulación matemática 
correcta de estos problemas es necesaria la introducción de medida: 
sobre los espacios de sucesiones. Estos espacios, que constituyen 
la generalización más inmediata de los espacios de dimensión finita 
constituyen el tema predilecto de los trabajos sobre el «Análisi 
general» realizados hacia 1920 por Fréchet, Lévy, Lusin, ... No 
es por otra parte casual que Khintchin y Kolmogoroff, creadores 
delos nuevos métodos del Cálculo de Probabilidades, sean ambo: 
discípulos de Lusin, ni tampoco que Lévy se orientase pronto hacia 
los problemas de probabilidades: en efecto, dichos problemas cons: 
tituían la piedra de toque de los nuevos métodos. : 

- La primera intervención implícita de una medida sobre un e 
pacio de sucesiones tiene lugar en el trabajo consagrado por E. Bor 
en 1909 a las probabilidades numerables [32 b]. Borel tiene además 
una idea muy original, la de aplicar los resultados probabilistas 
que acaba de obtener a la demostración de. las propiedades del 
desarrollo decimal de «casi todo» número real comprendido entre 
O y 1. Esta aplicación se basa en una observación fundamental: 
definamos todo número real comprendido entre O y 1 por la sucesión 
de cifras de su desarrollo en una base g dada (q. > 2); si echamos 
a suertes sucesivamente las distintas cifras de un número x, ind 
pendientemente unas de otras y con una probabilidad igual a-1/g 

para 0, 1, ..., q — I, la probabilidad de que x pertenezca a un i 
tervalo de' [0,1[ es igual a la longitud de dicho intervalo. 

En 1923, Steinhaus [293] demuestra rigurosamente estos resu 
tados y da una descripción del modelo matemático preciso de la 
sucesión ilimitada considerada por Borel: tomemos para simp. 
ficar q = 2, y designemos por ] el conjunto con dos elementos 
f0, 1), sobre el que definiremos la medida ¿40)= u(1) = $. L 
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elementos del espacio producto IN son las sucesiones e = (e(n)) 

: ñ a SE 3 neN 
de números iguales a0 0 a 1, y la aplicación e : 8 > yd em). 2-n-1 


es, salvo un conjunto. numerable, una biyección de Y Abr el i 
tervalo [0,1]. Además, e=! transforma la medida de Lebesgue al 
[0,1] en la medida P sobre 1" producto de la medida 4 en cada u E 
de los factores. En realidad, Steinhaus no construye las idas 
producto, sino que utiliza la casi-biyección «€ para construir la Ea 
dida P sobre IV a partir de la medida de Lebesgue sobre [0,1], y 4 
después una caracterización axiomática de P. El isomorfismo de este 
modo obtenido nos permite pasar del lenguaje de las probabilidades 
al de la medida, aplicando entonces los teoremas conocidos refi 
rentes a la. integral de Lebesgue. e 
En este mismo trabajo, Steinhaus considera la serie aleatoria 


Or.la, en la que los signos 0 = + 1 son elegidos al azar 
P , 


n>0 
independientemente unos de otros y con la misma probabilidad 
igual a 4 Otras muchas series aleatorias son consideradas por el 
mismo Steinhaus entre 1928 y 1935. Por su parte Paley Wiener 
y Zygmund, consideran series de Fourier aleatorias" de la forma 


- 00 

$ 4, exp(2ri(nt 
a 
«fases» 0, son variables aleatorias independientes repartidas uniforme- 
mente sobre [0,1]. Si bien las dificultades analíticas varían enorme 
mente de unos problemas a otros, la traducción en términos de k 
teoría de la medida es la misma en todos los casos, y representa 


+ 0,)), en las que las amplitudes a, son fijas y las 


_ Una extensión del caso considerado por-Borel y Steinhaus:. se trata 


de construir sobre RY una medida producto de una familia de me- 
didas todas ellas iguales a una misma medida positiva de masa 1 
sobre R; por-ejemplo, las series de Fourier aleatorias que hemos 
considerado anteriormente corresponden a la situación en ue 4 es 
la medida de Lebesgue sobre [0,1]. e 
Existen dos métodos para la construcción de estas medidas 
producto. El primero es un método directo, formulado por primera 
vez por Daniell [76 b] en 1918, y que vuelve a encontrar Jessen [173] 
en 1934, estudiando detalladamente el caso en que p es la medida 


? En lo que se refiere a las series de Fourier aleatorias, véase [176]. 
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_de Lebesgue sobre [0,1]. El segundo consiste en la búsqueda de 

artificios análogos al de Steinhaus para reducirse al caso de la medi 
de Lebesgue sobre [0,1]. Este último poseía la ventaja de resultar 
más cómodo mientras no se dispusiera de una exposición completa 
de la teoría general de la medida, en tanto que permitía emplear 
(sin demostrarlos de nuevo) los teoremas de Lebesgue ?. LA, 


La teoría del movimiento browniano 


Se trata de una teoría que ocupa un lugar excepcional dentro 
del desarrollo científico contemporáneo, en tanto que testimonio 
de un intercambio permanente y fecundo entre los problemas físicos 
y las matemáticas «puras». El movimiento browniano, descubierto: 
en 1829 por el botánico Brown, fue estudiado intensamente durante 
el siglo xIx por numerosos físicos *, pero hasta 1905 no fue inventado; 
por Einstein, el primer modelo matemático satisfactorio. En el caso 
sencillo de una partícula que se mueve a lo largo de una recta, las 
hipótesis fundamentales de Einstein se formulan de la manera si- 
guiente: si x(f) es la abscisa de la partícula en el instante f, y sí 
ty < 1, <++- <tfn.., < tn, los desplazamientos sucesivos x(t;) — M4: 1) 
(para 1 < ¡< nm) son variables aleatorias gaussianas independientes. 
No es cosa de evocar aquí con detenimiento los importantes trabajos 
experimentales de J. Perrin que motivó la teoría de Einstein; nos 
bastará únicamente con recordar la observación de Perrin de que 
las trayectorias del movimiento browniano le hacian pensar .irr 
sistiblemente en las «funciones sin derivada de los matemáticos 
Esta será la chispa inicial para Wiener. 0 

" Pero hay también otra corriente de ideas que tiene su origen 
en la teoría cinética de los gases, desarrollada entre 1870 y 1900 
por Boltzmann y Gibbs. Consideremos un gas formado por N m 


3 Wiener toma también a menudo la precaución (cf. por ejemplo [243], 
cap. IX) de mostrar que la medida del movimiento browniano es isomoría a. la 
medida de Lebesgue sobre [0,1]. La posibilidad de esta clase de artificios es : 
plicada por un teorema general de von Neumann que da una caracterización 
axiomática de las medidas isomorfas a la medida de Lebesgue sobre [0,1]. ' 

3 Puede encontrarse una exposición extraordinariamente viva de esta his- 


toria en [229]. . . ; 


0 
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- léculas de masa m a la temperatura (absoluta) T, y designemos 


por Yo *05 YN las velocidades de las N moléculas del gas; la energía 
cinética del sistema es igual en este caso a 


m. ; 
3 (++ o c+ 15) = 3NKT 


siendo k la constante de Boltzmann. Según las ideas de Gibbs, la 


enorme cantidad de choques entre las moléculas no permite deter- 
minar con precisión sus velocidades, y resulta conveniente introducir 
una ley de probabilidad P sobre la esfera S del espacio de dimen- 
sión 3N definida por la ecuación (1). La hipótesis «microcanónica» 
consiste en suponer que P es la medida de masa 1 invariante por 
rotación sobre la esfera S. Además, la ley de las velocidades de 
Maxwell nos dice que la ley de probabilidad de una componente 
de la velocidad de una molécula es una medida gaussiana de va- 
riancia 2kT/m. Parece que fue E. Borel el primero en señalar, en 1914 
que la ley de Maxwell es una consecuencia de las hipótesis de Gibbs 
y de las propiedades de la esfera, en el caso de que el número de 
moléculas sea muy grande. Borel considera una esfera en un espacio 
euclídeo de dimensión «grande», así como la medida P de masa 1 
invariante por rotación sobre 5, y, utilizando los métodos clásicos 
de aproximación fundados en la fórmula de Stirling, muestra que 
la proyección de P sobre un eje de coordenadas es aproximadamente 
gaussiana, Estos resultados serán precisados algo más tarde por 
Gáteaux y Lévy [201 a]. Dados un entero m > 1 y un número 
r >0, sea Sir el conjunto de las sucesiones de la forma (e ... 
Xm 0,0, : + *) verificando la condición A pr són 
igualmente mor la medida de masa 1 invariante por rotación sobre 
Sm,r- Enunciado en lenguaje moderno, el resultado de Gáteaux 
y Lévy es el siguiente: la sucesión de medidas 0m,, tiende estricta- 
mente hacia la masa unidad en el origen (0,0, - - ») y la sucesión de 
medidas 0m,+/7, tiende estrictamente hacia una medida T' de la forma 


¿Pt x» +) =]| 2900) 
: o n=1 


(y es la medida gaussiana de variancia 1 sobre R).- 
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, Esta medida: ' desempeña el papel de una medida gaussiana en: 
dimensión infinita. Parece que Lévy hubiese esperado un tanto 
confusamente poder definir de manera intrínseca una medida gaus- 
siana sobre cualquier espacio de Hilbert de dimensión infinita, 
De hecho, como demostraron Lévy y Wiener, la medida T es in 
variante en un cierto sentido * para los automorfismos de /?, pero, 
desgraciadamente, el conjunto /? de las sucesiones (Xy, Xy, * **) Xm, * * E 
de cuadrado sumable es de medida nula para P. Hoy día sabemos. 
- que sobre un espacio de Hilbert de dimensión infinita tenemos que: 
contentarmos con una. «distribución canónica débil» 5. : 
- El progreso fundamental se debe a Wiener: si bien no tenemos 
una medida: de Gauss razonable sobre un espacio de Hilbert de 
dimensión infinita, sí resulta posible construir, mediante la operación: 
de «primitivación», una medida w sobre un espacio de funciones : 
continuas a partir de una distribución canónica débil. Vamos-a 
explicar sucintamente la construcción inicial de w por Wiener. 
[336], construcción directamente influenciada por la relación | 
= lim cm, y” de Gáteaux: y Lévy. Para todo entero m >. 1 


10,1 


mM-»00 ñ 


sea Hi el conjunto formado por las funciones definidas en T = 


que son constantes en cada uno de los intervalos |-———, 
ds mM 


(para k=1,2,->-,m), sea 7m la medida de masa 1 invariant 
por las rotaciones sobre la esfera euclídea de radio 1 en R”. Sea fm € 
isomorfismo de Him sobre R” que asocia a toda función que toma 
LA oa 10 E : . 

el valor az en el intervalo ¡ — | el vector (4,, d¿ — € 


da =0 m-—3) (de aquí el nombre de «espacio. diferencial», ta 


4 De un modo más preciso, se tiene el resultado siguiente. Sea U ún auto 
morfismo del espacio de. Hilbert 1? y sea (umm) la matriz de U. Sean E el espaci 
vectorial de todas las sucesiones reales (Xn)n >1 y F el subespacio de E formad 
por las sucesiones (X1)» > para las cuales las series Y UmuXn convergen para 


n21 E de 
todo m > 1. La fórmula (Ux)m = Y, úmnXa define una aplicación lineal U de 
en E, la medida T' está concentrada en F, y se tiene DU) = TI. 
5 Esta noción ha sido introducida con el nombre de «weak canonical di 
tributions» por 1. Segal [28/], a quien se debe un estudio detallado de ella y s 


aplicación a ciertos. problemas de-la teoría cuántica de campos: * 
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caro a Wiener); sea finalmente wm la medida definida sobre H, 

imagen de Tem Por fm". Wiener define entonces la medida busc. 1d 78 
como el límite de las medidas Wm. De un modo preciso, se: 3 a 
conjunto de las funciones regladas sobre T con la topole E d li 
convergencia uniforme (se tiene Hi CH para todo a 5 ] 
Existe entonces para toda función F uniformemente ona . 
acotada sobre H el límite A[F) = lim fa, Elddwm(). A 00d 

M-00 


ta Wiener. obtiene ciertas mayoraciones mediante un análisis 
su y P ic de cara y Cruz, y, empleando los argumentos de com- 
Li ad e idos a Daniell, muestra que el teorema de prolongación 
e 2 es Ea llegándose así a la existencia de una medida w 
e soporte «(T) y tal que A(F) = fa, E ¡ 
Es = ler, Elo)dw(x). Wiener puede 
cade US que la medida w corresponde a las hrótas de 
A me > Y Sus estimaciones le permiten dar un sentido pretiso 
a la as de. Perrin sobre las funciones sin derivada: el con- 
a e las funciones que verifican una condición de Lipschitz de 
Fa e bl E o a cero para w (por el contrario, para cada 
3, Cast toda función satisface un ición ipschi 
y i a condición de Lipschitz 
Hoy día conocemos numerosas Construcciones de la medida 


* Esto se traduce por la fórmula 


Í SOS x(ta)) dx) 


= (27) "12 | | (4 — 4-9 ds j Fi, ** *, xn) exp (z y 
as 
4=1 


i=1 


Ga — x3-1)2 


bu—ita 
dx; rd dXa 


donde f es una función conti itrari 
ontinua acotada arbitraria sobre Ru y donde se tiene 


0=P<AS<-"*"<fta"*-"<1 


de Pra Es di x? =0). Wiener, que había sido formado en el rigor 
E a ds el ss ad beni (con e de los fundamentos del Cálculo 
h lidac ne lene muy buen cuidado d i 

terminología ni los resultados Mi A 
! probabilistas. El resultado d 

sus trabajos están plagados de fórmul O lla 

as apabullantes, de las ] H 

es más que una muestra sencilla; Esta parti idad f ad 
; mues cilila. Esta particularidad fue si 

factores que contribuyó a retrasar la difusión de sus a ds pe ds 


2 óY 


Elementos de historia de las matemáticas * Integración en los espacios no localmente compactos , 333 


332 
tal que la probabilidad de obtener simultáneamente las desigual. | 
dades a, S X, < bj, ***, 4n < Xn. < by sea igual a Px(C), siendo € 
el rectángulo cerrado [a,, b,] x + *- x [an, ba] de R*. En los casos 
que aparecen en la práctica la medida Py tiene un soporte discreto 
o bien admite una densidad con respecto a la medida de Lebesgue. 
Cuando nos ocupamos de una sucesión infinita de variables alca 
torias (Xa)n > 1, la ley Pa de la sucesión parcial (Xy, *** Xp) es en 
general conocida para todo entero n > 1, satisfaciéndose además 
una condición de compatibilidad que indica que la sucesión (Pron 
es un sistema proyectivo de medidas. Hasta aproximadamente 1930 
se acostumbraba a definir de manera más o menos implicita las pro- 
babilidades de los acontecimientos correspondientes a la sucesión 
infinita mediante pasos al límite «naturales» a partir de las proba- 
bilidades conocidas del caso finito; se admitirá, por ejemplo, que la 
probabilidad de que un juego se termine es el límite, cuando Z tiende 
a infinito, de que el juego se termine en, como máximo, »n partidas 
Evidentemente, una teoría de este tipo no es excesivamente cohe» 
rente, y no hay nada que nos asegure que no puedan presentarse 
«paradojas» si una misma probabilidad es estimada de dos maneras 
. diferentes siguiendo procedimientos igualmente «naturales». 
Parece que Steinhaus [293] fue-el primero en haber sentido la 
necesidad de considerar (para el juego de cara y cruz), no solamente 
el sistema proyectivo (Pa)n > y, sino también su límite, Daniell [76 d] 
había demostrado un poco antes, en 1919, la existencia de tales 
límites proyectivos ?, pero este resultado no parece que llegase a ser 
conocido en Europa, y vuelve a ser encontrado por Kolmogoroff 
en 1933 en la obra [183] en la que este autor formula la axiomática 
del Cálculo de Probabilidades. En las demostraciones de Daniel! 
y Kolmogoroff interviene un argumento de compacidad que se basa 
en el teorema de Dini. 
El teorema de Daniell-Kolmogoroff era ampliamente suficiente 
para el caso de las sucesiones aleatorias (Xa)n > 1, pero en el estudio 
de las funciones aleatorias, emprendido a partir de 1935 por Kol- 


de Wiener. Paley y Wiener utilizan las series de Fourier aleatorias. 
([243], cap. IX); para toda sucesión real a = (4n)n> 1 y todo entero: 
m > 0, definimos la función fm,, sobre ]O0,1] mediante ÉS 


ed 


fm (1) = 44) +2 Y E “ea senakt, 
a | 


Puede demostrarse que para casi toda sucesión (con 'respecto a I') a 
la sucesión de funciones fin,, tiende hacia una función continua f,; 
y que w es la imagen de I' por la aplicación (definida salvo un con: 
junto de medida nula) a > f,. Lévy daría después otra construcción. 
en [201 b y c]. Finalmente, Kac, Donsker, y Erdós muestran hacia 
1950 la manera de sustituir en la construcción inicial de Wiener las - 
medidas esféricas sm sobre R'" por medidas más generales. Sus 
resultados, que establecen relaciones importantes entre la medida 
de Wiener y los teoremas de límite del Cálculo de Probabilidades, 
serán completados y “sistematizados por Prokhorov [254] en un 
trabajo sobre el que volveremos más adelante. - E 
No es éste el lugar adecuado para analizar los numerosos e impor- 
tantes trabajos probabilistas a que dio ocasión el descubrimiento 
_de Wiener; hoy día el movimiento browniano no es más que uno 
de los ejemplos más importantes de proceso markoviano. Mencio- 
naremos solamente la aplicación por Kac de la medida de Wiener 
a la resolución de ciertas ecuaciones en derivadas parciales de tipo 
parabólico; se trataría en este caso de una adaptación de las ideas 
de Feynman en teoría cuántica de campos, lo que nos proporciona 
un ejemplo más de la influencia recíproca entre las matemáticas 


y los problemas físicos. 


Límites proyectivos de medidas 


- Se trata aquí de una teoría que ha sido desarrollada fundamen: 
talmente en función de las necesidades del Cálculo de Probabilidade 
Los problemas reférentes a una sucesión finita x,, * * *, Xn de variables 
aleatorias se resuelven en principio cuando se conoce la ley Px de 

- esta sucesión: se trata de una medida positiva de masa 1 sobre R* 


» , A ; 
Daniell considera el caso de medidas sobre un producto | ] I, de intervalos 
h gn Y - *z1 
compactos de R, pero su método se extiende inmediatamente a un producto 
cualquiera de espacios compactos. Ao 
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mogoroff, 'Feller y Doob, surgirían dificultades mucho más consi. 
derables. Consideremos por ejemplo un intervalo T de R, que re. 
presentará el conjunto de instantes de observación de un «proceso 
estocástico»; el conjunto de todas las trayectorias posibles es el es: 
pacio producto R7, considerado como límite proyectivo de lo 
productos R*, donde H recorre el conjunto de las partes finitas de 
T, teniéndose en general un sistema proyectivo de medidas (¡2g) 
El teorema de Kolmogoroff nos proporciona una medida sobre R7, 
pero dicha medida está definida sobre una tribu que es considera: 
blemente más pequeña que la tribu boreliana *. Una variante de-la 
construcción de Kolmorogoff, que permite la construcción de una 
medida sobre un espacio topológico, fue encontrada primeramente 
por Kakutani [177], y redescubierta varias veces posteriormente, 
Para ello se considera ug como una medida sobre R%, soportada 
por R%?, el espacio compacto -E = R7 es el límite proyectivo de 
los productos finitos R%, y podemos definir sobre E una medida 1 
que sería el límite proyectivo de las uy. Pero este procedimiento 
presenta un inconveniente grave: los elementos de R7 no poseen 
ninguna propiedad de regularidad que permita avanzar en el estudio 
probabilístico del proceso, y ni siquiera es posible eliminar los va= 
lores parásitos 4 co introducidos por la compactificación R de R, 
Para superar esta dificultad puede intentarse considerar la medida y 
de R7 sobre un subespacio determinado (por ejemplo «(T) en el caso 
del movmiento browniano); la dificultad fundamental provi 
del hecho de que un espacio funcional, incluso de un tipo usua 
no es necesariamente ¡— medible en R7, e incluso la ele 
ción misma de este espacio funcional podría llegar a ser u 
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Un progreso decisivo en este sentido ha sido el llevado a “cabo 


- por Prokhorov en 1956 en un trabajo [254] que ha ejercido una 


influencia determinante en la teoría de los procesos estocásticos, 


. Prokhorov, mediante una axiomatización conveniente de los métodos 


utilizados por Wiener en el artículo que hemos analizado anterior- 


mente, consigue establecer un teorema general de existencia de lí- 


mites proyectivos de medidas en los espacios funcionales. 

- Una clase más restringida de sistemas proyectivos fue introducida 
por Bochner [24b] en 1947; se: trata de los sistemas proyectivos 
formados por espacios vectoriales reales de dimensión finita y apli- 
caciones lineales suprayectivas. El límite. proyectivo de un sistema 
de este tipo se identifica de manera natural con el dual algebraico E * 
de un espacio vectorial real E dotado de la topología «(E *, E), 
y el sistema proyectivo correspondiente de medidas posee un límite 
que es una medida yu definida sobre una tribu mucho más pequeña 
que la tribu boreliana de E *. Bochner consiguió caracterizar per- 
fectamente estas «distribuciones canónicas débiles» mediante su 
transformada de Fourier, que es una función sobre E, pero este 
resultado no resulta demasiado manejable si E no está dotado de 


una topología, en cuyo caso es necesario examinar la posibilidad de 


considerar como una medida sobre el dual topológico E” de E. 


Por otro lado, y de manera independiente, R. Fortet y E. Mourier, 


al intentar generalizar a las variables aleatorias con valores en un 


. espacio de Banach algunos resultados clásicos del Cálculo de Pro- 
. babilidades (ley de los grandes números, teorema central del límite) 
- pusieron igualmente en evidencia el papel fundamental desempeñado 
por la transformación de Fourier en' estas cuestiones. Pero no se 


realizó ningún progreso decisivo hasta 1956, cuando Gelfand su- 
girió la idea [125 c] de que el matco más natural para la transfor- 
mación de Fourier no es el de los espacios de Hilbert (ni los de 
Banach) sino el de los espacios de Fréchet nucleares, Gelfand con- 
jeturó que toda función continua de tipo positivo sobre un espacio 
de esta clase es la transformada de Fourier de una medida sobre 
su dual, resultado que fue demostrado muy poco después por Minios 
[222]. La importancia de este resultado radica sobre todo en el hecho 
de que es aplicable a los espacios de distribuciones y de que la casi 
totalidad de los espacios funcionales son partes borelianas del es- 
pacio de distribuciones (que resulta por tanto un huésped bastante 


problema *. 


2 La medida de Kolmogoroff está definida únicamente para los conjúnt 
borelianos de R7 de la forma A x R7-2, donde D es una parte numerab 
de-T y A una parte boreliana de R?, lo qué hace que el teorema de Kolmogoro 
para un producto cualquiera R7 sea una consecuencia inmediata del caso" 
los productos numerables, 

* Podría sustituirse R por cualquier espacio compacto que contuviera'! 

. como subespacio denso. de 

10 Para una discusión detallada del problema de la construcción de medid 

. sobre los espacios funcionales y los métodos empleados antes de Prokhoroy, 
“véase J. L, Doob [93]. : 
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mejor que R7)*!, La teoría de las distribuciones aleatorias cons. 
tituye un dominio en plena expansión, y nos contentaremos Co: 
remitir al lector a la obra de Gelfand y Vilenkin [726]. 

Todos los resultados sobre los límites proyectivos que acabamo: 
de mencionar utilizan la existencia de una topología sobre lo; 
espacios de base, y podríamos preguntarnos si existe una teorí; 
análoga en el caso de las medidas «abstractas». Von Neuman: 
demostró en 1935 la existencia en todos los casos de medidas pro. 
ducto, pero el descubrimiento de un contraejemplo por Jessen y 
Andersen [290] ha hecho desaparecer la esperanza de que todo 
sistema proyectivo de medidas admita un límite. Sin embargo 
se han encontrado dos remedios parciales a esta situación: el primero 
es el establecimiento por C. lonescu-Tulcea, en 1949, de límites 
proyectivos numerables, siempre que existan desintegraciones con: 
venientes 12, resultado muy interesante para el estudio de los pr 
cesos de Markov. Además, en segundo lugar, se puso en evidencia 
el hecho de que la topología de los espacios intervenía solamente 
a través dei conjunto de las partes compactas; resultaba pues natural 
intentar axiomatizar esta situación dentro de la teoría abstracta 
por medio de la noción de clase compacta de partes de un conjunto, 
labor que fue llevada a cabo en 1953 por Marczewski (estableciendo 
de este modo un teorema abstracto de límites proyectivos) y por 
Ryll-Nardzewski (que se ocupó de la desintegración de medidas)". 


Medidas sobre los espacios topológicos generales 
y convergencia estricta: 


El estudio de las relaciones entre la teoría de la medida y la 
topología ha sido concebido fundamentalmente como una consid: 
ración de las propiedades de regularidad de las medidas, y en par 


1 Puede consultarse la exposición sistemática de X. Fernique 1110], q 
contiene también numerosos resultados sobre la convergencia estricta. 
12 Parece que la ausencia de una teoría satisfactoria de las desintegracion 
ha contribuido a poner ciertas limitaciones a la teoría de las medidas «abstractas 
Esta dificultad aparece de modo insistente en el Cálculo de Probabilidades 
propósito de las probabilidades condicionales. : ' s E 
1% Puede consultarse [249] para una exposición de esta teoría. 
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ticular de la regularidad «exterior» y de la regularidad «interior» la 
siendo la regularidad interior equivalente a la regularidad exterior 
sobre un espacio localmente compacto numerable en el infinito. 
La construcción de Lebesgue para la medida de los conjuntos de 
la recta pone de manifiesto estas dos clases de regularidad, y la pro- 
piedad de regularidad exterior de las medidas sobre un espacio 
polaco parece haber sido un hecho públicamente notorio hacia 1935, 
Pero el papel desempeñado por la regularidad interior no es seña- 
lado hasta 1940, en un artículo de A. D. Alexandrov [3], cuya di- 
fusión fue retrasada por la guerra, y en el que muestra que las medi- 
das sobre un espacio polaco poseen dicha regularidad, resultado que 
Prokhorov vuelve a encontrar después [254], y que le es atribuido 
erróneamente. El hecho de que dicha propiedad se extendía a los 
espacios suslinianos no ha sido señalado hasta hace muy poco tiempo, 
Esta observación ha hecho aumentar considerablemente la impor- 
tancia de dichos espacios, a lo que ha contribuido igualmente el 
haberse advertido que su teoría podía desarrollarse sin necesidad 
de hipótesis de metrizabilidad, y que la casi totalidad de los espacios 
funcionales eran suslínianos (e incluso muy frecuentemente lusi- 
nianos) 1. Ñ : 

La manera más cómoda de definir una convergencia (vaga o 
estricta) para las medidas consiste en poner en dualidad el espacio 
de medidas con un espacio de funciones continuas. A. A. Markov 
estableció en 1938, generalizando un resultado antiguo de F. Riesz, 
una correspondencia biunívoca entre los funcionales positivos 
sobre -e(X) y las medidas regulares sobre un espacio compacto X. 


14 Se dice que una medida «abstracta» e sobre la tribu boreliana de un es- 
pacio topológico separado es regular exteriormente si la medida de todo conjunto 
boreliano es el extremo inferior de las medidas de los conjuntos abiertos que lo 
contienen, y se dice que e es regular interiormente si la medida de todo conjunto 
boreliano es el extremo superior de las medidas de sus partes compactas. 

15 Varios autores han introducido clases restringidas de medidas «abs- 
tractas» (espacios «perfectos» de Kolmogoroff-Gnedenko, espacios «lusinianos» 
de Blackwell, espacios «de Lebesgue» de Rokhlin) para intentar superar ciertas 
dificultades probabilistas (principalmente las relaciones entre las distintas no- 
ciones de independencia o de dependencia estocásticas). De hecho, al menos si 
se emplea una hipótesis de numerabilidad bastante débil, todas estas definiciones 
proporcionan caracterizaciones de medidas «abstractas» isomorfas a una medida 
positiva acotada sobre un espacio susliniano. Sobre esto puede consultarse [24 9]. 
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En el trabajo [3] ya citado, A. D. Alexandroff extiende estos resul: 4 
tados al caso de un espacio completamente regular, introduce una 
jerarquía en el espacio de formas lineales positivas sobre el espa- 
cio ¿%(X) de las funciones continuas acotadas sobre un espacio 
completamente regular X *% define la convergencia estricta para 
las medidas acotadas, y demuestra .entre otros los siguientes teo- 
remas: 0 Les 
a) Si X es un espacio polaco, el conjunto de formas lineales 
sobre *(X) que corresponden a las medidas es cerrado para. la 
convergencia débil de sucesiones. N : 
b) Si una sucesión de medidas acotadas tiene un límite estricto, 
«no hay ninguna masa que se vaya al infinito» (se trata de una forma 
débil del recíproco del teorema de convergencia estricta de 
Prokhorov). A ES 
Sumergido. en esta selva de notaciones y teoremas, Prokhoro 
realizará la hazaña de encontrar los resultados importantes para. 
- la teoría de procesos estocásticos y de dar de ellos una presentació ñ 
sencilla y poderosa. Una parte importante de su gran trabajo. de 
1956 que ya hemos citado [254] está dedicada a las medidas acotadas. 
sobre un espacio polaco. Generalizando una construcción de Lévy, 
Prokhorow define sobre el conjunto de medidas positivas de masa: 
una distancia que le convierte en un espacio polaco, y establec 
después un criterio importante de compacidad para la convergenci; 
estricta. Independientemente de Prokhorov, Le Cam [797] ha ob 
tenido igualmente una serie de resultados de compacidad para. l 
convergencia estricta de medidas, sin hacer ninguna hipótesis. d 
metrizabilidad sobre los espacios considerados, y en el caso par. 
ticular de un espacio localmente compacto sus resultados coincider 


con los teoremas anteriores de Dieudonné. 


L Génesis 


La teoría que recibe desde hace casi un siglo el nombre de «teoría 
de los grupos de Lie» ha sido construida fundamentalmente por un 
matemático: Sophus Lie. O 

Antes de abordar directamente su historia comenzaremos por 
resumir brevemente distintas investigaciones anteriores que contri- 


buyeron de algún modo a preparar su desarrollo. 


a) Grupos de transformaciones (Klein-Lie, 1869-1872) | 


La teoría de los grupos de permutaciones de un conjunto finito 
comienza a desarrollarse y a ser utilizada hacia 1860 (Serret, Kro- 
_necker, Mathieu, Jordan). Por otra parte, la teoría de los invariantes, 
.Entonces en pleno desarrollo, contribuye a familiarizar a los mate- 
máticos con ciertos conjuntos infinitos de transformaciones geomé- 
tricas estables para la composición (sobre .todo las transforma- 
ciones lineales y las proyectivas). Pero no parece que antes del 
trabajo de Jordan [174 b] de 1868 sobre los «grupos de movimientos» 
(subgrupos cerrados del grupo de desplazamientos del espacio 


: 16 Alexandrov distingue, por-orden de generalidad decreciente, las c-medidas 
(medidas «abstractas» sobre la tribu boreliana de X), las r-medidas (medidas 
exteriormente regulares) y las medidas tensas (medidas interiormente regulares) 
Estas tres nociones coinciden en el caso de que. X sea polaco. La terminología 
se debe a Mac Shane y Le Cam [197]. Una exposición sistemática de los trabaj 
suscitados por esta clasificación puede encontrarse en [316]. : 
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euclídeo de dimensión 3) se hubiese establecido ninguna relación 
“consciente entre estas dos corrientes de ideas. 
. En 1869 el joven Félix Klein (1849-1925), alumno de Pliicker 
hace amistad en Berlín con el noruego Sophus Lie (1842-1899) 
algunos años mayor que él, con el que tiene en común un interés 
por la «geometría de rectas» de Pliicker, y, sobre todo, por la teoría 
de los complejos de rectas (p. 183). En este período tiene Lie una de. 
sus ideas más originales, la introducción de la noción de invariant 
en Análisis y en geometría diferencial, una de cuyas fuentes es sy 
propia observación de que todos los métodos clásicos de integración 
por «cuadraturas» de las ecuaciones diferenciales se apoyan en el 
hecho de que la ecuación es invariante por una familia «continua» 
de transformaciones. El primer trabajo en que Lie desarrolla esta 
idea (redactado por Klein) data de 1869, en él estudia el «complejo 
de Reye» (conjunto de rectas que cortan las caras de un tetraedro 
en cuatro puntos cuya razón doble está dada de antemano) y las 
curvas y superficies que admiten como tangentes las rectas de es 
complejo ([202], vol. 1, Abh. V, pp. 68-77). Su método se basa en 
la invariancia del complejo de Reye por el grupo conmutativo co 
3 parámetros (otro maximal de PGL(4,C)) que deja invariantes 
los vértices del tetraedro. En el trabajo que Klein y Lie escriben 
en París durante la primavera de 1870 ([182], t. 1, pp. 416-420) 
idea fundamental es la misma; en dicho trabajo se determin. 
esencialmente los subgrupos conexos conmutativos del grupo pr 
yectivo del plano PGL(3, C), y se estudian las propiedades geom: 
tricas de sus órbitas (con el nombre de curvas o superficies V),-1 
que les proporciona, mediante un procedimiento uniforme, - la 
propiedades de una serie de curvas, algebraicas o trascendentes 
bastante variadas, tales como" y = cx o las espirales logarítmicas 
Los testimonios de ambos coinciden en señalar la profunda impre 
sión que ejercieron sobre ellos las teorías de Galois y Jordan: (e 
comentario de Jordan sobre Galois había aparecido en los Mat 
- Ánnalen «de 1869; además, Lie ya había oído hablar de la teoi 
de Galois en 1863). Klein empieza a interesarse en 1871 por 
geometrías no euclídeas, viendo en ello el comienzo de su búsqueda 
de un principio de clasificación de todas las geometrías conocidas, 
lo que le conduciría al «programa de Erlangen» de 1872. Lie, po: 
su parte, da la fecha de su estancia en París para el origen de su: 


ideas sobre los grupos de transformaciones en una carta de 1873 a 
A. Mayer ([202], vol. 5, p. 584), y utiliza ya el término «grupo de 
transformaciones» en un trabajo de 1871 (12021, vol. 1, Abh. XI 
pp. 153-214), planteando explícitamente el problema de la deter- 
minación de todos los subgrupos (“continuos o discontinuos”) de 
GL(», C). Parece que, en realidad, Klein y Lie debieron de experi- 
mentar ciertas dificultades para insertarse en este nuevo universo 
matemático, y Klein habla del «Tratado» de Jordan, que acababa 
- de aparecer, como de un libro sellado con siete sellos (1282), t. L, p. 51), 
escribiendo además a propósito de (1282], t.. L, pp. 424-459): A Lie 
se debe todo lo que se relaciona con la idea heurística de un grupo 
continuo de operadores, y en particular todo lo que se refiere a la 
. integración de las ecuaciones diferenciales o en derivadas parciales. 
: La idea de todas las nociones que desarrollaría más tarde en su teoría 
de los grupos continuos estaba ya entonces en su mente, pero de un 
modo tan poco elaborado que yo mismo hube de convencerle de nu- 
-merosos detalles, por ejemplo, al principio, de la existencia misma 
E A V, a lo largo de conversaciones prolongadas ([182], 
tl p. . 


b) Transformaciones infinitesimales 


.. La concepción de una transformación «infinitamente pequeña» 
se remonta como mínimo a los comienzos del cálculo infinitesimal; 
sabemos que Descartes descubre el centro instantáneo de rotación 
admitiendo que «en el infinitamente pequeño» todo movimiento 
plano puede ser asimilado a una rotación, y toda la elaboración 
de la Mecánica Analítica durante él siglo xviti se basa en ideas se- 
-mejantes. Sylvester, al intentar formar (en 1851) los invariantes del 
grupo lineal GL(3, C), o de algunos de sus subgrupos, da incre- 
mentos «infinitamente pequeños» de la forma asdt a los parámetros 2; 
que figuran en estas matrices, y expresa la invariancia de la función 
K(z3) mediante la ecuación HG; + asdt)) =f(2)), lo que le' pro- 
E para f la ecuación lineal en derivadas parciales Xf = 0, 
siendo 


0 x= Ya Y, 
, 1 


Oz y) 


E 
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de a la transformación idéntica del grupo. Como Klein y Lie conocen 
explícitamente las funciones f y g, no les cuesta trabajo comprobar 
que las funciones - - 


X es pues un operador diferencial, la «derivada en la dirección 
los parámetros directores ay» -([304], vol. 3, pp. 326 y 327). Sylvest 
parece consciente de que detrás de todo lo anterior hay un. principi 
general de gran importancia, pero no parece que volviese a. cor 
siderar la cuestión. Un poco después, Cayley ([58], t. IL pp. 164-17, 
hace lo mismo para los invariantes de SLQ, C) en algunas repr 
sentaciones de este grupo y muestra que se trata de las solucion 
de dos ecuaciones en derivadas parciales de primer orden Xf =( 
Yf =0, en las que X e Y son obtenidas como antes a: partir d 
transformaciones «infinitamente pequeñas» ES 


0.0 O di 
o) + 8) 

En términos modernos diríamos que lo anterior se explica po. 
el hecho de que X e Y engendran el álgebra de Lie sJ(2, C). Ademá 
Cayley calcula explícitamente el corchete XY — YX, y mueéstr, 
que procede también de una transformación «infinitamente 
queña», 

Jordan hace uso del concepto de «transformación infinitamer 
pequeña» a lo largo de toda su memoria de 1868 sobre los gru 
de movimientos [174 b], pero solamente desde un punto de vi: 
geométrico. A él se debe sin duda la idea de un grupo uniparamétri 
«engendrado» por una transformación infinitamente pequeña: para 
Jordan se trataría del conjunto de transformaciones obtenido «rei 
rando convenientemente» la transformación infinitamente peque: 

¿(1 c., p. 243). Klein y Lie utilizan la misma expresión «transformaci 
infinitamente pequeña repetida» en su memoria de 1871 ([182], t.. 
pp. 424-459), pero el contexto nos indica que en este caso se hab 
de la integración de un sistema diferencial. Si el grupo unipar 
métrico considerado está formado por las transformaciones 
=f(,y,1), y =8(x, y, £), la «transformación infinitamente 
queña» correspondiente viene dada por 5d 


¿== J, y, 9) Ñ 1 8(%, y, D 


proporcionan en forma paramétrica la curva integral de la ecuación 
diferencial | 


ale, q) dé = p(E, q) dy 
que pasa por el punto (x, y), pero no dan ninguna justificación ge- 
neral de ello, ni vuelven a hacer uso de este hecho en el resto de su 
memoria, 


“c) Transformaciones de contacto 


. Durante los dos años siguientes, Lie parece haber abandonado 
“los grupos de transformaciones (aunque mantiene un contacto 
permanente con Klein, que publica en 1872 su «Programa») a fin 
de estudiar las transformaciones de contacto, la integración de las 
ecuaciones en derivadas parciales de primer orden, y las relaciones 
entre ambas. No vamos a hacer aquí la historia de estas cuestiones; 
mitándonos a mencionar algunos puntos que parecen haber des- 
empeñado un papel importante en la génesis de los grupos de trans- 
ormaciones. ' e Aa : 

La noción de transformación de contacto generaliza simuiltá- 
neamente las transformaciones puntuales y las transformaciones 
«por - polares recíprocas». Grosso «modo, puede decirse que una 
transformación de contacto ! en C” es un isomorfismo de un abierto Q 


1 Se trata en este caso de transformaciones de contacto «homogéneas». 
Anteriormente, la consideración de ecuaciones del tipo (2), pero en las que F 
. depende de z, había inducido a Lie a considerar transformaciones de contacto 
en 21 +1 variables z, xy, * **, Xp, Pr, * * -, Pn; en este caso el probléma consistiría 
en encontrar 2n + 2 funciones Z, P;, X+ (1 < i < nm) y o (esta última + 0 en todo 
punto). tales que 4Z — 55 PidX; = 0 (dz — Y, pidxi). Este caso, más general en 


dx =p(x,y dt dy= a(x, yidt 


y dg pe 
donde p(x, y) = ——(x, y, to), a(x, y) = X, Y, 10), Y tp COTTespo: : -4 $ 
is Qs, y) 0 G Y, to), 9(x, y) Ot Gr, y, 0% Y to E -Apariencia, se reduce fácilmente al caso «homogéneo» ([203], t. 2, pp. 135-146). 
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(usi<i<m de las variables xs y ps tales que los paréntesis (uy, ux) 
sean funciones de us, y da a estos conjuntos (que ya habían sido 
considerados en sustancia por Jacobi) el nombre de «grupos». 


- de la variedad T'(C*) de los vectores cotangentes a C” sobre Otr 

abierto (2 de T'(C”) que transforma la l-forma canónica de %2 en 
la de £2. Dicho de otra manera, si designamos por (x,,*- “yx 
Px * * *, Pu) las coordenadas canónicas de T(C”), una transformació) 
de sentis es un opio (es, pa) > OXs, Pi) que verifica] 


relación. y PidX; = y pidx;. Estas transformaciones aparecen en | II. Grupos continuos y transformaciones infinitesimales . 


=1 “i=l 
el estudio de la integración de las ecuaciones en derivadas parciale 


de la forma 


En el otoño de 1873 Lie reanuda bruscamente el estudio de los 
grupos de transformaciones, obteniendo resultados fundamentales. 
En tanto que nos resulta posible seguir la evolución de su pensa- 
miento a través de algunas cartas a A. Mayer, de los años 1873-74 
(1202], vol. 5, pp. 584-608), Lie parte de un «grupo continuo» de 
transformaciones en n variables 


Q) mee X2 ***, Xm, Ea E ed dl 
ÓXp 


con el manejo de los paréntesis de Poisson 


EA 
Ox; 0pi Ox: 0ps 


4) Xx =fd%1 0" 0Xm8 00,4) (1<i<n) 


_que depende efectivamente? de r parámetros a,, * + -, a,, y advierte 
que si la transformación * coincide con la identidad para los valo- 
res Al, **",d% de los parámetros (4), entonces los desarrollos de 
Taylor de las xs (limitados al primer término) 


6) (68 = 


¿i=1 


y de los corchetes * [X, Y] = XY — YX de operadores diferenciales 
del tipo (1), interpreta los paréntesis de Poisson (3) como el resulta 


de hacer actuar sobre f una transformación de tipo (1) asociád (5) AC A ES 

a g, y hace con tal motivo la observación de que la identidad 'd z , d 

Jacobi para los paréntesis de Poisson significa que el corchete + Y ze Xx osx teo. (l< iS n) 
los operadores diferenciales correspondientes a g y h está asociad 1 7 


al paréntesis (g, h). El problema de encontrar funciones g tale 
que (F, g) =0, que aparece en el método de Jacobi para la int 
gración de la ecuación en derivadas parciales (2) se convierte. par 
Lie en el de encontrar una transformación de contacto infinitesima 
que deje invariante la ecuación considerada. Por último, “Lies 
ve llevado por sus PAbaJOS a estudiar los conjuntos de funcione 


3 Lie quiere decir con esto que las fi no pueden expresarse con ayuda de 

_ menos de r funciones de las ay, o, dicho de otro modo, que la matriz jacobiana 
(0f,/0a4) es «en general» de rango r. 

2 En sus primeras notas, Lie piensa que es posible demostrar a priori la 
existencia de elemento neutro y de inverso en todo conjunto de transforma- 
ciones (4) estable para la composición. Después se da cuenta de que su demostra- 
ción es incorrecta, y Engel le proporciona un contraejemplo'reproducido en 
: ([203), t. 1, $44). Lie muestra sin embargo el modo de reducir los sistemas «con- 
tinuos» (4) estables por la composición a los grupúsculos de transformaciones: 
: un sistema de esta clase es de la forma G > h, donde G es un grupúsculo de trans- 
formaciones y h una transformación del sistema (12037, t. 1, teor, 26, p. 163, 
y t. 3, teor. 46, p. 572). 


2 Estos corchetes aparecían ya en en teoría de Jacobi-Clebsch de los «sistema 
completos» de .ecuaciones en derivadas parciales de primer orden Xif 1 
(1 <fÍ< r), noción equivalente a la de «sistema completamente integrabl 
Frobenius: el teorema fundamental (equivalente al «teorema de Frobenius? 
que caracteriza estos sistemas es el que dice que los corchetes [X:, Ape deben ser 
combinaciones lineales (con coeficientes variables) de los Xz. 
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. nos proporcionan una transformación infinitamente pequeña. «ge E Ala 
nérica» que depende linealmente de los r " parámetros 25 di ES A AA 
E - : P X; == Xi + (2 Zk Xri(X,, NS so): 

O da ($. 24 Xuxa, .2m]a di (1<i<n) Eo . 


£=1 


OX pi y : , . 
; , A . a +3 ZkZh A O ECT) A 
Como en su memoria con Klein, Lie integra el sistema diferenc Za o Cta, "7, Xm) Xag(Ao o) 


0e= de, Ls dén > Entonces, para ! = 1, se tienen los desarrollos de Taylor con res- 
2 Zk E + «> En) Y ZkxXnlE,, * es sei j pecto a los parámetros 2) E 
| : : Xi 
obteniendo, :para: E punto A ns +2) un grupo uniparamétri (O) x=x:+ y E A HO zoznXas a 
. E ER j dd 
(8) ERE gs(X,, * 1 Mm) Zq* 0" on o. (ls < is 2”. EB ---(1 < iS an) 
tal que se tiene gs(X,,* "0, Xy Zp * "> Zr, 0) = x¡ para todo i, y d ; EN y 
Estas relaciones pueden escribirse abreviadamente como x'= 


muestra asimismo, de modo ingenioso, haciendo uso del hecho '« 
que las transformaciones (4) forman un conjunto estable para: 
composición, que el grupo uniparamétrico (8) es un subgrupo di 
grupo dado ([202], vol.'5, Abh. VIL, pp. 32-63). Pero la idea nuev, 
fundamental para toda la teoría, es la de considerar los términos' 
segundo orden de los desarrollos de Taylor de las funciones 
Su razonamiento, presentado por él mismo de modo un tanto con. 
fuso y heurístico ([202], vol. 5, Abh. VIL, pp. 32-63 y [202], vo 
pp. 600-601), puede exponerse de la manera siguiente. Si las z; 

bastante pequeñas, resulta posible hacer += 1 en (8), obteniénde 
de este modo nuevos parámetros z,, * *-, zy para las transformacio 
del grupo (de hecho se trata de la primera aparición de los «pará 
metros canónicos»). Teniendo en cuenta (7), se tiene por defini 


G(x, 2), donde x,x", y z son los vectores 


la propiedad ' a de estabilidad del conjunto de estas 
transformaciones para la composición se escribe como 


(10) + S(G(x,10, Y) = Gx, Hu, v) 


- donde H A , H,) no depende de x. Es inmediato ver que 
-H(u, 0) =u y Hi 5) =-», Obteniéndose los desarrollos 


j dE) +. $ )=4 ++) y Cinan Ve hc oy 
e kE 
E q 2) Ze Xri 0 a An)» : 
s : en los que los términos que no están escritos son no lineales en 
no en v. Transformando (10) con ayuda de (9) y (11), y comparando 


y de aquí se obtiene 
E los términos en UnVk de los dos miembros, Lie obtiene las relaciones 


5284 ac A ox, 
= Ya == Hp 00 O: 
eve E e > Ot  OXp >< 
12) X a 
e (12) E il 0 Xu o -Y cx 


ld Sr 1S<i<m) 


a A O? ", X, ») (2: ZHX aj al ES 2) 
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úl Su familiaridad con las ecuaciones en derivadas parciales le lley. 


a escribir estas condiciones en una forma más sencilla: de acuerdo 


con el modelo de.(1), asociada a cada -una de las r transformacione 
infinitamente pequeñas obtenidas haciendo z; = 1, zp =0 si h E 
en (6), el operador diferencial 


$ XL 


i=1, 


(13) AMS) = 
y vuelve a escribir las condiciones (12) en la forma 


(14) | [Az, Ar] = Y cinrAs, 
7 


piedra angular de su teoría. Hasta entonces Lie había emplead 
indistintamente los términos «transformación infinitamente - pe: 
queña» y «transformación infinitesimal» (e. g. [202], vol. 5, Abh. : 
pp. 1-4); la sencillez de las relaciones (14) le lleva a dar ahora a 
operador (13) el nombre e «simbolo» de la transformación i 
nitesimal dx; = Xgidt (1 < 
y, muy poco después, 0 ya al mismo operador (13) el nomb 
de transformación infinitesimal ([202], vol. 5, Abh. HL, pp. 42-' 
y [202], vol. 5, p. 589). e 

Entonces se da cuenta de las estrechas relaciones existent 
entre la teoría de los grupos continuos y sus trabajos anterior: 
sobre las transformaciones de contacto y las ecuaciones en derivada 
parciales, lo que le llena de entusiasmo: Mis antiguos trabajos er 
justamente lo que hacía falta para construir la nueva teoría de” 
grupos de transformaciones, OS a Mayer en 1874 ([202], non 
p. 586). 

Durante los años que siguen, Lie continúa el estudio de los grupo 
de transformaciones, obteniendo, además de los teoremas gene 
rales que resumimos un poco más adelante ($ TID, un cierto númer 
de resultados de un tipo mucho más particular: determinación: 
los grupos de transformaciones de la recta y del plano, de los sub- 
grupos de codimensión pequeña de los grupos proyectivos, de los gru 
pos con menos de 6 parámetros, etc. Pero esto no quiere decir que 
olvide las ecuaciones diferenciales; incluso podría decirse que, par 


< 1) (1202), vol. 5, Abh. TIL, pp. 42-75) 
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él, la teoría de los grupos de transformaciones sería más bien un 
instrumento para la integración de las ecuaciones diferenciales, 
desempeñando un papel análogo al del grupo de Galois de una 


ecuación algebraica *. Señalemos que estos trabajos le lHevan asi- 


“mismo a la introducción de ciertos conjuntos de transformationes 


con una infinidad de parámetros, a los que da el nombre de «grupos 
infinitos y continuos» *, reservando el de «grupos finitos y continuos» 
para los grupos de transformaciones con un número finito de pará- 
metros del tipo (4) arriba citado. 


IM. El «diccionario» grupos de Lie-álgebras de Lie: 


La teoría de los grupos «finitos y continuos», desarrollada por 
Lie en numerosas memorias a partir de 1874, es expuesta de modo 
sistemático en el impresionante tratado Theorie der Transforma- 
tionsgruppen ([203], 1888-1893), escrito en colaboración con F. Engel ”, 
ocupando el primer volumen y los cinco últimos capítulos del ter- 
cero, mientras que el segundo está dedicado a las transformaciones 


de contacto. 
De acuerdo con el título, en esta obra se habla deicamenté de 


5 Estos trabajos tuvieron una influencia muy escasa sobre la teoría general 
de las ecuaciones diferenciales, habida cuenta de que el grupo de automorfismos 
de una de estas ecuaciones es en general trivial. Por el contrario, algunos resul- 
tados interesantes han sido obtenidos posteriormente para ciertos tipos de ecua- 


- ciones (por ejemplo las lineales) por Picard, Vessiot y, más recientemente, por 


Ritt y Kolchin. 
.£ Llamados hoy día «pseudogrupos de Lie», que no debe confundirse con 


los grupos de Lie sobre espacios de Banach. 
7 Lie ocupó desde 1886 a' 1898 la cátedra dejada vacante por Klein en 
Leipzig, y tuvo a Engel como ayudante, circunstancia que favoreció el desarrollo 


- de una activa escuela matemática, así como la difusión de las ideas de Lie, hasta 


entonces muy poco conocidas (debido sobre todo al hecho de que sus primeras 
memorias estaban redactadas casi siempre en noruego, y publicadas en la Aca- 
demia de Cristiania, con muy poca difusión en el extranjero). Así, por ejemplo, 
vemos que E. Vessiot y A, Tresse pasaron un año con Sophus Lie en Leipzig, en 
una época en la que no era demasiado habitual que los jóvenes franceses fuesen 
a estudiar a Alemania. 
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grupos de transformaciones, en el sentido de las ecuaciones (4), 
- en las que el espacio de las «variables» xs y el de los «parámetros» a; 
desempeñan papeles igualmente importantes, en principio. Por 
otra parte, el concepto de grupo «abstracto» todavía no había sido 
puesto en evidencia, y si Lie señala -en 1883 ([202], vol. 5, Abh. XIE; 
pp. 311-313) que, con las notaciones de (10), la ecuación w = H(u, v) 
que proporciona los parámetros de la transformación obtenida: 
componiendo dos transformaciones del grupo define un nuevo grupo, 
lo hace considerándolo como grupo de transformaciones sobre - el 
espacio de los parámetros, obteniendo de este modo lo que llama 
«grupo de los parámetros» (en realidad obtiene dos, que no son 
otra cosa que el grupo de las traslaciones a la derecha y el grupo de 
traslaciones a la izquierda) $. 

Se supone en principio que las variables x; y los parámetros a 
de las ecuaciones (4) son complejos (con la excepción de los capí: 
tulos XIX y XXIV del t. 3) y que las funciones f, son analíticas 
Como es natural, Lie y Engel son perfectamente conscientes de que 
estas funciones no están definidas en general para todos los valores 
complejos de las xs y de los ay, lo que no puede por menos de originar 
serias dificultades a la hora de componer estas transformaciones 
(12033, t. 1, pp. 15-17, 33-40 y pássim) y, aunque en lo que sigu 
se expresan casi siempre como si la composición de las transforma 
ciones consideradas fuese posible sin restricción, lo hacen sin duda. 
para simplificar los enunciados, volviendo explícitamente al pun 
de vista «local» siempre que resulta necesario (cf. /. e., p. 168 ó 189 
por ejemplo, o ¿bíd., t. 3, p. 2, nota de pie de página). Dicho de otr 
modo, el objeto matemático estudiado por ellos es algo bastant 
parecido a lo que nosotros llamaríamos un «trozo» de ley de ope 
ración. Lie y Engel no dejan de considerar, si viene a cuento, gru 
pos globales, como, por ejemplo, en el caso de las 4 series de grupo 
clásicos (1203), t. 3, p. 682), pero no parecen haberse planteado 1 
Cuestión de lo que pueda ser en general un «grupo global», cor 
formándose con poder obtener, para los parámetros de los grupos. 
clásicos (las variables de estos grupos no presentan ninguna difi 
 cultad, puta que se trata de transformaciones lineales de Ch 


e La noción son para a los grupos de permutaciones había sido introdu- 
- cida y estudiada por Jordan en su Tratado. 


(15) 
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sistemas de parámetros «locales» en un entorno de la identidad, 
sin preocuparse del dominio de validez de las fórmulas que escriben. 
De todos modos, se plantean un problema que se sale claramente 
de la teoría local *: el estudio de los grupos «mixtos», es decir, de 
los grupos que poseen un número finito de componentes conexas, 
como es el caso del grupo ortogonal ([203], t. 1, p. 7). Este estudio 
se presenta como el de un conjunto de transformaciones, estable 
para la composición y la inversión, que es unión de conjuntos Hy, 
cada uno de los cuales es descrito por un sistema de funciones (f£P) 
como en (4); suponen a priori que el número de parámetros (esen- 
ciales) de cada H; puede depender de j, pero demuestran a conti- 
nuación que de hecho este número es el mismo para todo j. El 
resultado fundamental obtenido es la existencia de un grupo finito 
y continuo G tal que H; = G-hy para hy; € H; y para todo j, esta- 
bleciendo igualmente que G es distinguido en el grupo mixto, y 
señalando que la determinación de los invariantes de este último 
se reduce a la de los invariantes de G y de un grupo discontinuo 
((203], t. 1, cap. 18). 

La teoría general desarrollada en [203] culmina (sin que los au- 
tores lo indiquen de un modo demasiado sistemático) en un 
«diccionario» que permite pasar de las propiedades de los grupos 
«finitos y continuos» a las del conjunto de sus transformaciones 
infinitesimales, Este diccionario se basa en los «tres teoremas de Lie», 
formado cada uno de ellos por una afirmación y su recíproca. 

El primer teorema ([203], t. 1, pp. 33 y 72 y t. 3, p. 563) afirma, 
en primer lugar, que si los parámetros de (4) son efectivos, entonces 
las funciones f; verifican un sistema de ecuaciones en derivadas 
parciales de la forma 


=== Y Emi O) ria (1<i<nm) 
E=1 


* Recordemos (p. 166) que, como consecuencia de una nota de H. Poincaré 
(2511, t. V, pp. 77-79), el grupo de los elementos inversibles de un álgebra asocia- 
tiva de dimensión finita fue estudiado por diversos autores. Vale la pena señalar 
con este motivo que Study, en sus trabajos sobre el tema, introduce un simbolismo 
que (en lo fundamental) viene a reducirse a considerar El grupo abstracto definido 
por el grupo de los parámetros. 
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diciones (19), los subgrupos uniparamétricos engendrados por estas 
transformaciones engendran un grupo de transformaciones. con r 
parámetros esenciales. 

Finalmente, el tercer teorema ([203], t. 1, pp. 170 y 297 40€ 3, 
p. 597) permite reducir la determinación de los sistemas de trans- 
formaciones infinitesimales que verifican (19) a un problema pura- 
mente algebraico. Se tiene entonces 


> deridesia matriz (Exp) es de rango máximo y det (Pr5) ca O. Recta 
-procamente, si las funciones f; poseen esta propiedad, las fórmulas (4) . 
definen un «grupúsculo» de transformaciones. na 

-— El segundo teorema ([203, t. 1, pp. 149 y 158 y t. 3, ». 590) pro- 
porciona las relaciones entre las ¿x;, por una parte, y las ps por 
otra. Las condiciones sobre las Ex; se escriben como 


A n 2Ejl IN A, ) 
(16) | Ae — NA = Lejin (21) d+d=0 


r E . 
| F 2) Aldh+cad+ad)=0 (<ikmen, 
donde las c* son constantes (l < ij, k < r) antisimétricas en i, Ji L=1 
: 
Las condiciones sobre las p,;, expresadas en la forma dada por 


Recíprocamente Y, si se verifican (1) y (22), entonces existe un 
Maurer, serían 


sistema de transformaciones infinitesimales que satisface las rela- 
ciones (19), lo que da lugar a un grupo de transformaciones con r 


a7 OP  OPrm el y CLPilPim — PjiVim) parámetros (dicho de otro modo, las combinaciones lineales con 
0Am va; 1Si,jSr coeficientes constantes de los Xz forman un álgebra de Lie, y, recí- 


(lU1<k ¿ms r procamente, toda álgebra de Lie de dimensión finita puede ser 
58 obtenida mediante este procedimiento). 

Estos resultados son completados por el estudio de las cuestiones 
de isomorfismo, Se dice que dos grupos de transformaciones son 
semejantes si puede pasarse de uno a otro mediante una transfor- 
. mación inversible de coordenadas sobre: las variables y una trans- 
_ formación inversible de coordenadas sobre los parámetros: ya al 
principio de sus trabajos había encontrado Lie esta noción de un 
modo natural a propósito de la definición de los «parámetros canó- 
nicos». Lie demuestra que dos grupos son semejantes si resulta 
posible «llevar» las transformaciones infinitesimales de uno sobre 


Introduciendo la matriz (az) contragrediente de (yy) y las trans 
formaciones infinitesimales 

: o == T— (l<ks<sr) 
(18) X= 2 Ext e Ax 2 en 2; ( < 


las fórmulas (16) y (17) pueden escribirse, respectivamente, 


r 


(19) [X;, Xy] = y Xx las del otro por medio de una transformación sobre las «variables» - 
La £=1 (12031, t. 1, p.329). Una condición necesaria para que así sea es que 
(1 < bj $ r). : 
; P 19 Este recíproco no fue obtenido sin ciertas dificultades, La primera de- 
2 k mostración dada por Lie ([202], vol. 5, Abh. III, pp. 42-75), que consistía en 
(20) [A;, Ay] = Za cy Ar. Pasar al grupo adjunto, solamente era válida en el caso de que el centro del 


£=1 


nerales ([203), t. 2, cap. XVI y t. 3, pp. 599-604), y resulta bastante significativo 
el hecho de que la primera se base en las transformaciones de contacto y de que 
Lie la considere más natural que la segunda. 


Recíprocamente, si se tiene r transformaciones A sd: 
Xs(l < k < r) linealmente independientes que verifiquen las con- 


* Bourbaki, 12 
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a natural en los grupos «finitos y continuos» de transformaciones, 
y en el tratado de Lie-Engel se hace un estudio detallado de ellas 
(1203), t. 1, cap. 13 y pássim), llegándose a percibir lejanamente las 
relaciones con los subgrupos estabilizadores de un punto y la noción 
de espacio homogéneo (en tanto que resultaba posible hacerlo sin 
adoptar el punto de vista global) ([203], t. 1, p. 425). 

Finalmente, el «diccionario» se completa en [203] con la intro- 
ducción de las nociones de grupo derivado y grupo resoluble (deno- 
minado por Lie «grupo integrable»; esta terminología, sugerida 
por la teoría de las ecuaciones diferenciales, continvará empleándose 
hasta los trabajos de H. Weyi) ([203], t. 1, p. 261 yt. 3, pp. 678-679). 
La relación entre los conmutadores y los corchetes ya había sido 
advertida por Lie en 1883 (1202), vol. $, p. 358). 


las álgebras de Lie de ambos grupos sean O pe 
expresa diciendo que los grupos son «gleichzusammenge ; A 
dición no es suficiente y es necesario dedicar un capítul 
ad (1203] t.. 1, cap. 19) a la obtención de las condiciones suple 
ars a Ene nos aseguren que los grupos son O 
otra parte, la teoría de los grupos de permutaciones prop sl 
la noción de «isomorfismo holoédrico» de estos grupos e e 
de los grupos «abstractos» subyacentes); Lie o e a 
a los grupos de transformaciones y muestra que a a o 
clase son «holoédricamente isomorfos» si y solamen . si he a Is. 
de Lie son isomorfas ([2031, t. 1, p. 418). En particular, e ha: | 
de transformaciones resulta ser holoédricamente isomor A 
uno de sus grupos de parámetros, y esto sirve para a eS de 
fiesto. que, cuando se quiere estudiar la pea el En E : 
«variables» sobre las que opera el grupo carecen Se 0 E cia, 
y que de hecho todo se reduce al estudio del álgebra de s E. 
Continuando la analogía con la teoría de los do le. ES ma 
taciones, Lie introduce las nociones de subgrupos, E Erupo e 
tinguidos e «isomorfismos meriédricos» . A e A a : 
yectivos), mostrando que e arucS E rica e 
smos suprayectivos de . A Si Li 
uo IÓ Ms pronto un ejemplo particularmente pe 
de «isomorfismo meriédrico», la representación a É 
apercibido. de sus relaciones con el centro del grupo Ae de 
Abh. HL pp. 42-75). La herramienta fundamental LS a o Pe 
de estos resultados, así como para los teoremas fundam do 
es el teorema de Jacobi-Clebsch que proporciona la a 
completa de un sistema diferencial (una de las formas de ps 
llamado «de Frobenius»), del que da además una a A 
tración empleando los grupos uniparamétricos (12031, -L, E. 
- Las nociones de transitividad y primitividad, ba poa 
para los grupos de permutaciones, aparecen de modo gu Ñ 


Otras demostraciones de los teoremas Fundamentales 


F. Schur muestra (en [278 b]) que, en coordenadas canónicas, 
las pix de (15) satisfacen las ecuaciones diferenciales : 


d A 
(23) gr valla) = d1r + Y citarpura) 
3,1 


Estas ecuaciones pueden integrarse dando una fórmula equivalente 
a la 


1 
(24) ax) = Y Ay ey 


n>0 


para la diferencial derecha G(X) de la exponencial en el punto X; 
en particular, en coordenadas canónicas, las Y: admiten una pro- 
longación que es una función entera de las ax. Á partir de aquí, 
F. Schur deduce un resultado que viene a precisar una observación 
previa de Lie: si en la definición (4) de los grupos de transforma- 
ciones suponemos solamente que las f; son de clase C2 el grupo 


, : ió ejante en la teoría de los grupos y Ñ : e 
1 Es posible constatar una evolución semejan -] resulta ser holoédricamente isomorfo a un grupo analítico 12, Como 


; Rea f- 

«abstractos», en particular en la de los grupos finitos. Al cc a de 1 

idos como grupos de transformaciones, pero ya Cayley llama la ate: o | | , 

el hech lo fundamental es la manera de componerse las transformaciones. | "> Lie había enunciado ya sin demostración un resultado de este género 

: e llas, y o la rela lps conca de EPOC ui (1202], vol. 6, Abh. Y, pp. 230-236), al que le habían conducido sus trabajos. sobre 
entre ellas, E 

taciones de objetos particulares. 


356 | : Elementos de historia de las matemáticas ' Grupos de Lie y Algebras de Lie . 357 
consecuencia de sus trabajos sobre la integración de sistemas dife= : 
- renciales, E. Cartan introduce en 1904 ([52a], t. Ia, p. 371) las. 
formas de Pfaff E : e 
(5) ww = y Piidas —(l<isr) IV. La teoría de las álgebras de Lie 
i=1 E 
Una vez. que se ha llegado a la correspondencia entre los grupos 


de transformaciones y las álgebras de Lie, la teoría toma un carácter 
mucho más algebraico, centrándose en el estudio a fondo de las 
álgebras de Lie 1, 

Un primer período bastante corto, desde 1888 hasta 1894, mar- 
cado por los trabajos de Engel, de su discípulo Umiauf, y, sobre 
todo, de Killing y de E. Cartan, da lugar a una serie de resultados 
espectaculares sobre las álgebras de Lie complejas. Hemos visto 
más arriba que la noción de álgebra de Lie resoluble se debe al 
propio Lie, que había demostrado (en el caso complejo) el teorema 
de reducción de las álgebras de Lie lineales resolubles a la forma 
triangular ([203], t. 1, p. 270) 14, Killing observa [180] que en un 
álgebra de Lie existe un ideal resoluble máximo (lo que llamamos 
hoy día el radical) y que el cociente del álgebra de Lie por su radical 
tiene un radical nulo; da el nombre de semisimples a las álgebras de 
Lie de radical nulo y demuestra que se trata de productos de álgebras 
simples (noción esta última que había sido introducida por Lie, 
que había demostrado también la simplicidad de las álgebras de 
Lie «clásicas» ([203], t. 3, p. 682)). 

Por otra parte, Killing introduce, para un álgebra de Lie, la 
ecuación característica det(ad(x) — .1) = 0, que Lie había en- 
contrado ya en el estudio de las subálgebras de Lie de dimensión 2 
que contienen un elemento dado de un álgebra de Lie, Remitimos 
a otras notas históricas para el análisis de los métodos mediante 
los cuales Killing, con un estudio penetrante de las propiedades 


(con las notaciones de (15)), que recibirían posteriormente el nombre. 
de formas de Maurer-Cartan. Las condiciones (17) de Maurer se: 
escriben entonces 


dor =— Y dos 0my. 
13 


E. Cartan muestra cómo puede desarrollarse la teoría de los grupos : 
finitos y continuos a partir de los wy, estableciendo la equivalencia : 
entre este punto de vista y el de Lie. Pero para Cartan el interés 
de este método reside fundamentalmente en el hecho de que se 
adapta al caso de los «grupos infinitos y continuos», cuya teoría. 
desarrolla mucho más de lo que lo hubiera hecho Lie, y también 
en que le permite edificar su teoría del «sistema de referencia móvil» 
generalizado. 


los fundamentos de la geometría («problema de Helmholtz»), en los que se había 
dado cuenta de que las hipótesis de analiticidad no eran naturales. 4 ; 
El resultado de F. Schur llevaría a Hilbert a preguntarse, en 1900, si la misma 
conclusión seguiría siendo válida si las fi eran solamente continuas («quinto 
problema de Hilbert»). Este problema ha dado lugar a numerosos trabajos, el 
resultado más completo en esta dirección es el teorema siguiente (demostrac 
por A, Gleason, D. Montgomery, y L. Zippin): todo grupo topológico localmente 
compacto poses un subgrupo abierto que es un límite proyectivo de grupos de 
Lie; esto implica que todo grupo localmente euclídeo es un grupo de Lie. Para 
más. detalles sobre esta cuestión, véase [226]. : 


13 El término «álgebra de Lie» fue introducido por H. Weyl en 1934; en sus 
trabajos de 1925 había empleado la expresión «grupo infinitesimal». Antes se 
hablaba sencillamente de las «transformaciones infinitesimales XL >. X ds 
del grupo, y Lie y Engel utilizan frecuentemente la abreviatura «el grupo X.f, 
",Xrf> (1). 

14 Casi en el momento de comenzar sus trabajos, Lie había encontrado ya 
grupos lineales resolubies, e incluso nilpotentes ([202], vol. 5, Abh. IV, pp. 78-133). 
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de las raíces de la ecuación característica «genérica» para un álgebra : 
semisimple, llega al más notable de todos sus resultados, la deter-- 
minación completa de las álgebras de Lie simples (complejas) 15, * 

Killing prueba que el álgebra derivada de un álgebra resoluble 
es «de rango 0» (lo que quiere decir que adx es nilpotente para : 
todo elemento x del álgebra). Engel demuestra poco después que. 
las álgebras «de rango 0» son resolubles (este enunciado es en sus- 
tancia lo que se llama hoy día teorema de Engel). Por otra parte, 
Cartan introduce en su tesis lo que se llama ahora «forma de Killing», 
estableciendo los dos criterios fundamentales que caracterizan por: 
medio de esta forma las álgebras de Lie resolubles y las álgebras:: 
de Lie semisimples. 8 

Killing había afirmado ([1801, IV) que el álgebra derivada de 
un álgebra de Lie es suma de un álgebra semisimple y de su radical, 
que es nilpotente, pero su demostración era incompleta. E. Cartan 
anuncia sin demostración ([52 a], t. I,, p. 104) un resultado más 
general: toda álgebra de Lie es suma de su radical y de una sub- 
álgebra semisimple, y el único resultado en esta dirección estable- 
cido sin discusión posible en esta época es un teorema de Engel 
que afirma la existencia en toda álgebra de Lie no resoluble, de una: 
subálgebra de Lie simple de dimensión 3. La primera demostración: 
publicada (para las álgebras de Lie complejas) del enunciado de 
Cartan se debe a E. E. Levi [200], y J. H. C. Whitehead daría otra: 
demostración (válida también para el caso real) en 1936 [334 a]. 
A. Malcev completa este resultado en 1942 con el teorema de uni- 
cidad (salvo una conjugación) de las «secciones de Levi». mE 

Lie se había planteado desde sus primeros trabajos el problema. 
del isomorfismo de toda álgebra de Lie con un álgebra de Lie lineal; 
y había creído resolverlo afirmativamente considerando la repre: 
sentación adjunta (deduciendo de este modo una demostración de: 
su «tercer teorema») ([202], vol. 5, Abh. HE pp. 42-75). Pero: se. 
dio cuenta rápidamente de que su demostración solamente era: 
válida en el caso de las álgebras de Lie de centro nulo, y, después: 


 *5 Salvo que encuentra dos álgebras excepcionales de dimensión 52, cuyo: 
isomorfismo le pasa desapercibido. (Se trata únicamente de álgebras de Lie: 
simples complejas, puesto que en esta época no se consideraba ningún problema' 
más general; de hecho los métodos de Killing son válidos para todo cuerpo alge 
braicamente cerrado de característica cero). : 
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de él, la cuestión permaneció abierta durante largo tiempo, hasta 
ser resuelta afirmativamente por Ado en 1935 [24]. Por Otro lado 
Lie se había planteado (en lo fundamental) el problema de determ . 
nar las representaciones lineales de dimensión mínima de las álgebras 
de Lie simples, resolviéndolo para las álgebras clásicas. Cartan 
resuelve también este problema en su tesis para las álgebras simples 
excepcionales 18, y los métodos que emplea con este fin serán gene- 
ralizados por él mismo veinte años después a fin de obtener todas 
las representaciones irreductibles de las álgebras de Lie simples 
reales o complejas. 
La propiedad de reductibilidad completa de una representación 
lineal parece haber sido encontrada por primera vez (en una forma 
geométrica) por Study. En un manuscrito no publicado, pero que 
es citado en ([203], t. 3, pp. 785-788), demuestra esta propiedad para 
las representaciones lineales del álgebra de Lie de SL(2, C), y obtiene 
resultados parciales para SL(3, C) y SL(4, C), lo que permite a Lie 
A Engel Conjeturar- que el teorema de reducibilidad completa es 
válido para SL(n, C) cualquiera que sea n. La reducibilidad completa 
de las representaciones lineales de las álgebras de Lie semisimples 
fue establecida por H. Weyl en 1925 1” empleando un argumento 
de naturaleza global (véase más abajo). La primera demostración 
algebraica fue obtenida en 1935 por Casimir y van der Waerden [55] 
otras. demostraciones algebraicas fueron dadas posteriormente Dor 
R. Brauer [34 b] y J. H. C. Whitehead (334 b]. 
Por último, digamos que en el curso de sus trabajos sobre la 


aplicación exponencial (cf. infra), H. Poincaré (1251], t. IED) considera 
el álgebra asociativa de operadores diferenciales de todos los órdenes, 
engendrada por los operadores de un álgebra de Lie, demostrando 
en sustancia que, ) 
álgebra asociativa 
funciones simétricas de las X, (sumas de «monomios» no conmuta- 
tivos deducidos a 
mutaciones de los factores), Su demostración es esencialmente alge- 


si (X2)1<i<n es una base del álgebra de Lie, el 
engendrada por los X; tiene como base ciertas 


partir de un monomio dado por todas las per- 


16 “El punto de vista de Cartan consiste en estudiar las álgebras de Lie que 


son extensiones no triviales de un álgebra de Lie simple y de un radical (conmu- 
tativo) de dimensión mínima. 


17 a Bcasia , ] 
H. Weyl aprovecha esta ocasión para señalar que Cartan utiliza implí- 


ciftamente esta propiedad en su construcción de las representaciones irreducibles, 
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braica, y le permite obtener la estructura del álgebra envolvente, E puesto que afirma en varios lugares que todo elemento de un grupo 
Demostraciones análogas fueron dadas en 1937 por G. Birkhoff conexo es una exponencial, mientras que en otros da ejemplos de 
[22b] y E. Witt [337b]18. eE cómo no es así. Sus resultados se refieren fundamentalmente al grupo 
La mayor parte de los trabajos que acabamos de citar se limitan adjunto, mostrando que un elemento semisimple de un grupo G de 

al caso de las álgebras de Lie reales o complejas, que son las únicas esta clase puede ser la exponencial de una infinidad de elementos 
que corresponden a grupos de Lie en el sentido usual. El estudió del álgebra de Lie L(G), mientras que un elemento no semisimple 
de las álgebras de Lie sobre un cuerpo distinto de R o C Tue em-. no puede ser una exponencial. Si ad(X) no tiene ningún valor propio 
prendido por Jacobson [172a], demostrando que casi todos los. que sea un múltiplo no nulo de 2x4, entonces exp es plana en X, 
resultados clásicos siguen siendo verdaderos para un cuerpo de. Poincaré demuestra también que si U y V recorren caminos cerrados 
e eroristida Cero. up en L(G), y si se define por continuidad W de modo que se tenga 
e eU - el = Y, no se obtiene necesariamente la determinación inicial 

de W. Para ello utiliza una fórmula de residuos que es esencialmente 


V. Exponencial y fórmula de Hausdorff an HÓdE 
i o OS 27) — adX 
Los primeros trabajos sobre la aplicación exponencial se deben % : 
a E. Study y F. Engel; Engel [104 b] señala que la exponencial no. donde ad(X) es un elemento semisimple cuyos valores propios no 
En a sp nulos son de multiplicidad l, $ una serie entera de radio de con- 
es suprayectiva para SL(2, C) (por ejemplo 0 >) nO ES ULA vergencia suficientemente grande, y estando la integral extendida 


OZ ; GL(n, O), or tanto a una curva cerrada que deja en su interior los valores propios de 
ponencial si Os a a ae in ad(X), estudiándose igualmente lo que sucede cuando X' tiende 
OE ) Ea 2 Mendraoipor tanta ejemplo da de hacia una transformación cuyos valores propios són múltiples, 

ara n= 2). E A : . 23 

di isomorfos como SL(2, C) y PGL(?, €) que s apo La Etoo de ¡presiones de W en función de U y de V en la 
an embargo, muy diferentes desde el punto de vista global. Engel: e e CEM pon dado lugar, poco antes de los Unajos 

uestra ¡ almente que la exponencial es suprayectiva en los demás de Poincaré, a dos memorias de Campbell [46 a y bl. Como escribe 
mi E os. a los que se hantañadido las homotecias: esto algo después Baker: «... la teoría de Lie sugiere de manera evidente 
e aRlO ES Dos Maurer od y otras sin aportar gue el producto eUeY es de la forma e”, siendo W una serie de alter. 
trabajos son co .y á E nantes en U y en Y...» Los trabajos posteriores sobre el tema están 
OP lena oi 09 (1251), t. IL, pp. 169-172 y 173-212) orientados a precisar esta afirmación y a la obtención de una fórmula 

. caré abor E , E. UL pp. 165 ) a ; En 

E a : Se ponencia dede un puro dela ars yl explícita (o un método de construcción) para W («fórmula de 


e : ca PASE Hausdorff»). Después de Campbell y de Poincaré, Pascal, Baker [13 
memorias parecen haber sido redactadas con cierta precipitación, $ HEAR sa [15 2a] a z ie do E pe a 
. de ellos considera que las demostraciones de sus predecesores no son 
18 El primer caso de utilización de los operadores diferenciales de orden convincentes; la dificultad principal reside en el sentido que debe 
superior engendrados por los X+ es sin duda el del uso del «operador de Casimir» darse a la palabra «alternante»; se trata de saber si los alternantes 
para la demostración del teorema de reducibilidad HE A han de ser elementos del álgebra de Lie concreta que se estudia 
PONERLO y 0u ee por Hada o más bien expresiones «simbólicas» universales. Ni Campbell, 


: : : ión infini ibuido a situarlos 
resentaciones lineales de dimensión infinita han contribui 5 DAA ? 
be AiO plano : ni Poincaré, ni Baker, se expresan claramente sobre este punto, 
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Por el contrario, la memoria de Hausdorff es precisa a más no 
poder, comienza trabajando en el álgebra de series formales aso-: 
ciativas (no conmutativas) en un número finito de indeterminadas, 
y considera U, V, y W como elementos de este álgebra. La existencia. 
de W es demostrada mediante un argumento «de ecuación dife-. 
rencial» análogo al de sus predecesores, argumento que le servirá 
igualmente para probar la convergencia de la serie cuando se sus-. 
tituyen las indeterminadas por elementos de un álgebra de Lie. de: 
dimensión finita. Como habían señalado independientemente Baker. 
y Poincaré, este resultado puede ser empleado para dar una demos-. 
tración del tercer teorema de Lie, y contribuye también a iluminar: 
las relaciones entre grupos y álgebras de Lie en lo que se refiere,. 
por ejemplo, al grupo de los conmutadores. : 

En 1947, Dynkin [98 a] vuelve a ocuparse de la cuestión, obte-: 
niendo los coeficientes explícitos de la fórmula de Hausdorff me- 
diante la consideración al principio de un álgebra de Lie normada 
(de dimensión finita o infinita, sobre R, C, o un cuerpo ultramé-- 


trico) *?, ; 


vI Representaciones lineales y grupos de Lie. Globales 


El problema de la definición y el estudio de los grupos de Lie 
globales no era atacado de frente en ninguno de los trabajos de los. 
que hemos hablado anteriormente. Es H. Weyl quien da los prí- 
meros pasos en esta dirección, inspirándose para ello en dos teorías 
que sé habían venido desarrollando independientemente hasta '“ 
momento: la de las representaciones lineales de las álgebras de Li 
semisimples complejas, debida a E. Cartan, y la de las representa 
ciones lineales de los grupos finitos, debida a Frobenius, y que. 
acababa de ser trasladada al grupo ortogonal por 1. Schur, util 
zando una idea de Hurwitz. Este último había indicado [168] la 


- 19 En el caso ultramétrico es necesario tomar una serie de precauciones a la 
hora de extender el método clásico de los mayorantes, debido al comportamieñto': 
asintótico del valor absoluto p-ádico de 1/n cuando n tiende a infinito. : 
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manera de formar invariantes para el grupo ortogonal o el grupo 
unitario remplazando la operación de media sobre un grupo finito 
por una integración con respecto a una medida invariante, Hurwitz 
había señalado igualmente que la aplicación de este método al grupo 
unitario permite la obtención de los invariantes para el grupo lineal 
general, primer ejemplo conocido de «unitarian trick». 1, Schur 
emplea este procedimiento en 1924 [279e] para mostrar la redu- 
cibilidad completa de las representaciones del grupo ortogonal O(n) 
y del grupo unitario U(s), mediante la construcción de una forma 
hermítica positiva no degenerada invariante, deduciendo a partir 
de aquí (con ayuda del «unitarian trick»), la reducibilidad completa 
de las representaciones holomorfas de O(n, C) y de SL(n, C), esta- 
bleciendo las relaciones de ortogonalidad para los caracteres de 
O(z) y U(»), y determinando los caracteres de O(). H. Weyl ex 
tiende inmediatamente este método a las álgebras de Lie semisimples 
complejas [331 b]. Weyl demuestra para un álgebra y de este tipo 
la existencia de una «forma real compacta» (o, dicho de otro modo 
que se obtiene a partir de un álgebra Yo sobre R cuyo grupo adjunto 
Go es compacto, mediante una extensión del cuerpo de escalares: 
de R a C). Weyl demuestra también que el grupo fundamental de G 
es finito, y que por tanto el recubrimiento universa] 20 de Go A 
compacto, deduciendo a partir de lo anterior, mediante una adap- 
tación conveniente del procedimiento de Schur, la reducibilidad 
completa de las representaciones de g, y da también, por vía global 
la determinación de los caracteres de las representaciones de e. 
En una carta a 1 Schur [331 a], H. Weyl resume los resultados de 
Cartan, que Schur no conocía (cf. [279 e], p. 299, nota de pie de 
página), y compara los dos puntos de vista: el método de Cartan 
proporcionaba todas las representaciones holomorfas del grupo 
simplemente conexo del álgebra de Lie 9, obteniéndose de este modo 
en el caso del grupo ortogonal, representaciones de un recubrimiento 
con dos hojas (que se llamaría más tarde grupo de spinores), a lo 


30 3 
H. Weyl no define explícitamente esta noción, con la que estaba familia- 


rizado desde la redacción de su curso sobre las superficies de Riernann (1913) 
y es O. Schreier [276 a y b] el que da por primera vez, en 1926-27, la definición 
de grupo topológico y la de grupo «continuo» (i.e. localmente homeomorfo a un 
espacio euclídeo), asi como la construcción del 
grupo de este tipo. 


recubrimiento universal de un 
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Por el contrario, la memoria de Hausdorff es precisa a más no 
poder, comienza trabajando en el álgebra de series formales aso- 
ciativas (no conmutativas) en un número finito de indeterminada, 
y considera U, V, y W como elementos de este álgebra. La existencia. 
de W. es demostrada mediante un argumento «de ecuación difes 
rencial» análogo al de sus predecesores, argumento que le servirá 
igualmente para probar la convergencia de la serie cuando se Sus-. 
tituyen las indeterminadas por elementos de un álgebra de Lie de: 
dimensión finita. Como habían señalado independientemente Baker 
y Poincaré, este resultado puede ser empleado para dar una demos-, . 
tración del tercer teorema de Lie, y contribuye también a iluminar 
las relaciones entre grupos y álgebras de Lie en lo que se refiere,.. 
por ejemplo, al grupo de los conmutadores. E E 
En 1947, Dynkin [98 a] vuelve a ocuparse de la cuestión, obte-:: 
niendo los coeficientes explícitos de la fórmula de Hausdorff me-- 
diante la consideración al principio de un álgebra de Lie normada.. 
(de dimensión finita o infinita, sobre R, C, o un cuerpo ultramé:. 


trico) 1. 


vI Representaciones lineales y grupos de Lie. Globales .. 


El problema de la definición y el estudio de los grupos de Lie. 
globales ño era atacado de frente en ninguno de los trabajos de los E 
que hemos hablado anteriormente. Es H. Weyl quien da Jos pri 
meros pasos en esta dirección, inspirándose para ello en dos teorías 


que sé habían venido desarrollando independientemente hasta “el 


momento: la de las representaciones lineales de las álgebras de Lie: 


semisimples complejas, debida a E. Cartan, y la de las representa 
ciones lineales de los grupos finitos, debida a Frobeniús, y qu 


acababa de ser trasladada al grupo ortogonal por 1. Schur, utili- 
zando una idea de Hurwitz. Este último había indicado [168] a 


14 En el caso ultramétrico es necesario tomar úna serie de. precauciones a la: 
hora de extender el método clásico de los mayorantes, debido al comportamiento: 


asintótico del valor absoluto p-ádico de 1/n cuando » tiende a infinito. 
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manera de formar invariantes para el grupo ortogonal o el grupo 
unitario remplazando la operación de media sobre un grupo finito 
por una integración con respecto a una medida invariante. Hurwitz 
había señalado igualmente que la aplicación de este método al grupo 
unitario permite la obtención de los invariantes para el grupo lineal 
general, primer ejemplo conocido de «unitarian trick». L Schur 
emplea este procedimiento en 1924 [279 e] para mostrar la redu- 
cibilidad completa de las representaciones del grupo ortogonal O() 
y del grupo unitario U(»), mediante la construcción de una forma 
hermítica positiva no degenerada invariante, deduciendo a partir 
de aquí (con ayuda del «unitarian trick»), la reducibilidad completa 
de las representaciones holomorfas de O(n, C) y de SL(n, C), esta- 
bleciendo las relaciones de ortogonalidad para los caracteres de. 
O(m) y U(»), y determinando los caracteres de O(m). H. Weyl ex- 
tiende inmediatamente este método a las álgebras de Lie semisimples 
complejas [331 b]. Weyl demuestra para un álgebra y de este tipo 
la existencia de una «forma real compacta» (o, dicho de otro modo, 
que se obtiene a partir de un álgebra go sobre R cuyo grupo adjunto 
Go es compacto, mediante una extensión del cuerpo de escalares: 
de R a C). Wey] demuestra también que el grupo fundamental de Gs 
es finito, y que por tanto el recubrimiento universal 2 de G, es 
compacto, deduciendo a partir de lo anterior, mediante una adap- 
tación conveniente del procedimiento de Schur, la reducibilidad 
completa de las representaciones de 9, y da también, por vía global, 
la determinación de los caracteres de las representaciones de g. 
En una carta a 1. Schur [33/ a], H. Weyi resume los resultados de 
Cartan, que Schur no conocía (cf. [279 e], p. 299, nota de pie de 
página), y compara los dos puntos de vista: el método de Cartan 
proporcionaba todas las representaciones holomorfas del grupo 
simplemente conexo del álgebra de Lie g, obteniéndose de este modo, 
en el caso del grupo ortogonal, representaciones de un recubrimiento 
con dos hojas (que se llamaría más tarde grupo de spinores), a lo 


2% H. Weyl no define explícitamente esta noción, con la que estaba familia- 
rizado desde la redacción de su curso sobre las superficies de Riemann (1913), 
y es O. Schreier [276 a y b] el que da por primera vez, en 1926-27, la definición 
de grupo topológico y la de grupo «continuo» (i.e. localmente homeomorfo a un 
espacio euclídeo), así como la construcción del recubrimiento universal de un 
grupo de este tipo. 
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que Schur no había llegado. Por otro lado, el método de Schur 


tendría la ventaja de demostrar la reducibilidad completa y de dar: 


explícitamente los caracteres. dE 
Después de los trabajos de Weyl, E. Cartan adopta un punto . 


de vista decididamente global en sus investigaciones sobre los es- : 


pacios simétricos y los grupos de Lie. Este punto de vista es la clave' 


de su exposición de 1930 ([52 a], t. L, pp. 1165-1225) de la teoría ' 
de los grupos «finitos y continuos», en la que encontramos en par- 
ticular la primera demostración de la variante global del tercer - 
teorema fundamental (existencia de un grupo de Lie con un álgebra... 


de Lie dada); Cartan muestra además que todo subgrupo cerrado : 


de un grupo de Lie real es un grupo de Lie, lo que generaliza un 
resultado de J. von Neumann sobre los subgrupos cerrados del: 
grupo lineal [324 b]. Von Neumann demostraba también en dicha :: 


memoria que toda representación continua de un grupo semisimple 
complejo es analítica real. 


Puede decirse después de todos estos trabajos que las grandes 


líneas de la teoría de los grupos de Lie en sentido «clásico» (es decit, 
de dimensión finita sobre R o C) están más o menos trazadas. La 
primera exposición detallada es dada por Pontrjagin en su libro 
sobre los grupos topológicos [253], conservando un punto de vista 


bastante próximo del de Lie, pero distinguiendo cuidadosamente 


“los aspectos locales de los globales. Le sigue el libro de Chevalley- 
[62 d], en el que se encuentra la primera discusión sistemática de: 
la teoría de las variedades analíticas y del cálculo diferencial exterior; 
las «transformaciones infinitesimales» de Lie aparecen aquí como: 


campos de vectores, y el álgebra de Lie de un grupo de Lie es iden-:.. 
tificada con el espacio de los campos de vectores invariantes a la: 


izquierda sobre G. Los aspectos «grupúsculo» y «grupo de trans- 
formaciones» son dejados de lado. ss 


VIL Extensiones de la noción de grupo de Lie 


La vitalidad de la teoría de Lie se pone de manifiesto en nuestros: 
días en la diversidad de sus aplicaciones (en topología, geometría: 
diferencial, aritmética, etc.), así como en la creación de teorías. 
paralelas en las que la estructura de variedad diferenciable sub 
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yacente es remplazada por una estructura vecina (variedad p-ádica 
algebraica, esquema, esquema formal, ...) No vamos a ocuparnos 
ahora de la historia de todas estas cuestiones, limitándonos única- 
mente a dos de ellas: los grupos de Lie sobre los espacios de Banach 
y los grupos de Lie p-ádicos. 


a) Grupos de Lie sobre los espacios de Banach. 


Se trata de los grupos de Lie de «dimensión infinita». Desde un 
punto de vista local se trataría de remplazar un entorno del origen 
en un espacio euclídeo por un entorno del origen en un espacio de 
Banach. Esto es lo que hace G. Birkhoff en 1936 [22 a], dando de 
este modo lugar a la noción de álgebra de Lie normada completa 
y a su correspondencia con un «grupúsculo» definido. sobre ña 
abierto de un espacio de Banach. Dynkin completa estos resultados 
hacia 1950 con una extensión a este caso de la fórmula de 
Hausdorff (cf. supra). 

Las definiciones y los resultados de Birkhoff y Dynkin son 
locales. Hasta una fecha reciente, no parece que se haya intentado 
explicitar la teoría global correspondiente, a causa sin duda de la 
ausencia de aplicaciones. 


b) Grupos de Lie p-ádicos 


Estos grupos aparecen por primera vez en los j 
trabajos de Hensel 
de 1907 [157€] sobre las funciones analíticas p-ádicas (definidas 


por desarrollos en serie entera). Hensel estudia sobre todo la expo- 
nencial y el logaritmo, y a pesar del comportamiento a priori sor- 
prendente de las series que los definen (por ejemplo, la serie expo- 
nencial no converge en todas partes), sus propiedades funcionales 
fundamentales continúan siendo válidas, lo que proporciona un 
isomorfismo local entre el grupo aditivo y el grupo multiplicativo 
de Q, (o, de manera más general, de todo cuerpo ultramétrico com- 
pleto de característica cero). 


En los trabajos de A. Weil [330 a] y E. Lutz [2/0] sobre las curvas 


elípticas p-ádicas (1936) se consideran igualmente grupos conmuta- 
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tivos (pero esta vez no lineales). Además de las aplicaciones arit- 
méticas, encontramos la construcción de un isomorfismo local del 
grupo con el grupo aditivo, basado en la integración de una forma 
diferencial invariante. Este método es igualmente aplicable a las. 
variedades abelianas, como señala poco después C. Chabauty, que 
lo emplea sin dar más explicaciones para demostrar un caso par- 
ticular de la «conjetura de Mordell» [61]. : 

A partir de este momento resultaba evidente que la teoría local : 
de los grupos de Lie se aplicaba sin apenas modificaciones al caso. 
p-ádico. Los teoremas fundamentales del «diccionario» grupos de. 
Lie-álgebras de Lie son establecidos en 1942 en la tesis de R. Hooke 
[166], discípulo de Chevalley. En este trabajo se encuentra igual-: 
mente el teorema p-ádico correspondiente al teorema dé E. Cartan. 
sobre los subgrupos cerrados de los grupos de Lie reales. : 

Más recientemente, M. Lazard [/95b] desarrolla una forma: 
más precisa de «diccionario» para los grupos analíticos compactos 
sobre Qp, mostrando que la existencia de una estructura analítica: 
p-ádica sobre un grupo compacto G está estrechamente ligada a la: 
de ciertas filtraciones sobre G, y da diversas aplicaciones de esté: 
hecho (a la cohomología de G, por ejemplo). Una de las herramien: 
tas.empleadas por Lazard es una mejora de los resultados de Dynkin 
sobre la convergencia de la serie de Hausdorff p-ádica [195 a]. 


VIIL  Algebras de Lie libres 


Debemos hablar todavía de una serie de trabajos sobre la 
álgebras de Lie cuya relación con los grupos de Lie es sumamente 
tenue; por el contrario, dichos trabajos son susceptibles de aplica- 
ciones importantes a la teoría de los grupos «abstractos» y, sobre. 
todo, a la de los grupos nilpotentes. Se 

El origen de lo anterior se encuentra en el trabajo de P. Hall [144]: 
aparecido en 1932, No se trata de estudiar las álgebras de Lie, sino 
una clase determinada de p-grupos, que Hall llama «regulares». 
Pero esto le lleva a considerar con detalle los conmutadores iterados: 
y la sucesión central descendente de un grupo, lo que le da ocasión: 
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de establecer una variante de la identidad de Jacobi, así Como la 
«fórmula de Hall», ON 


E) AZ, A, 


Poco después aparecen (en 1935-37) los trabajos fundamentales 
de W, Magnus [215a y b] y E. Witt [337 b). Magnus emplea en 
[215 a] la misma álgebra de series formales Á que Hausdorff (que 
será llamada posteriormente «álgebra de Magnus»), sumergiendo 
en ella el grupo libre F y utilizando la filtración natural de Á para 
obtener una sucesión decreciente (F») de subgrupos de F; se trata 
de uno de los primeros ejemplos de filtración. Magnus conjetura 
que los Fa coinciden con los términos de la sucesión central des- 
cendente de F, conjetura que demuestra en su segunda memoria 
[215 b], en la que pone igualmente de manifiesto de modo explícito 
el parentesco entre sus ideas y las de P. Hail, definiendo también 
el álgebra de Lie libre L (como subálgebra de A) y mostrando en 
sustancia que se identifica con el graduado de -F. Witt completa 
este resultado en distintos. puntos en [337 b], mostrando sobre todo 
que el álgebra envolvente de L es un álgebra asociativa libre, y de- 
duciendo inmediatamente a partir de aquí el rango de las compo- 
nentes homogéneas de L («fórmulas de Witt»). . | 

En lo que se refiere a la determinación de la base de L que recibe 
el nombre de «base de Hall», parece que no se encuentra hasta 1950, 
en una nota de M. Hall [143], aunque esté contenida implícitamente 
en los trabajos de P. Hall y W. Magnus que hemos citado más arriba, 


GRUPOS ENGENDRADOS 
POR REFLEXIONES; 
SISTEMAS DE RAICES 


Los grupos considerados en esta nota han ido surgiendo a pro-. 


pósito de toda una serie de cuestiones variadas de Geometría, de: 
Análisis, y de Teoría de grupos de Lie, bien sea en forma de grupos - 
de transformaciones, bien de grupos de desplazamientos en geometría. 
euclídea o hiperbólica, y todos estos puntos de vista no han sido. 


coordinados hasta una fecha reciente. 


Históricamente hablando, los comienzos de la teoría son bas-.: 
tante anteriores a la introducción de la noción de grupo. En efecto, 
su origen está en los estudios de la «regularidad» o las «simetrías» 
de las figuras geométricas, y sobre todo en la determinación delos. 
polígonos y los poliedros regulares (remontándose sin duda a los” 
Pitagóricos), que constituye la coronación de los Elementos de 
Euclides y una de las creaciones más dignas de admiración del : 
genio griego. Más tarde, sobre todo en los autores árabes de la: 
Alta Edad Media, y después en Kepler, aparecen los esbozos de. 
una teoría matemática de las' maneras de «pavimentar» el plano. 
o la esfera por medio de poligonos congruentes dos a dos (pero no 
necesariamente regulares), lo que sin duda estaba ligado en su: 
origen a los distintos tipos de ornamentación imaginados por las 


civilizaciones antiguas y la árabe, lo que puede ser considerado con 


todo derecho como una parte de las matemáticas desarrolladas 


por estas civilizaciones [291]. 
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Hacia 1830-40, los estudios de cristalografía (Hessel, Bravais, 
Móbius) dan lugar al estudio de un problema que es exactamente 
el de la determinación de los grupos finitos de desplazamientos en 
es espacio euclídeo de dimensión 3. Los autores que acabamos de 
citar no emplean aún el lenguaje de la teoría de grupos, que no 
empieza a ser usado con cierta frecuencia hasta 1860, y Jordan, 
en 1869 [174 b], determina, pero bajo la forma de una clasificación 
de grupos, los subgrupos discretos de desplazamientos de R* que 
conservan la orientación (y, de un modo más general, todos los. 
subgrupos cerrados del grupo de los desplazamientos que conservan 
la orientación). 

Esta corriente de ideas se desarrolla en varias direcciones hasta 
los últimos años del siglo xIx. Las más importantes son las siguientes: 


1.2 De acuerdo con una tendencia que surge muy pronto en la 
icoría de grupos finitos, se intenta «presentar» los grupos finitos 
de desplazamientos por medio de generadores y relaciones de un 
tipo sencillo. En esta línea demuestra Hamilton, ya en 1856 [145 b], 
que tos grupos finitos de rotaciones en el espacio euclídeo R3 son 
engendrados por dos generadores S y T ligados por las relaciones 
S? = T2 = (ST) = 1, para valores convenientes de pyQ 

2. Puede darse el caso de que los grupos discretos de despla- 
zamientos contengan reflexiones o de que no sea así. Móbius de- 
termina ya en 1852 (en lo fundamental) los grupos finitos de des- 
plazamientos en geometría esférica engendrados por reflexiones (lo 
que equivale a la resolución del mismo problema para los grupos 
finitos de desplazamientos euclídeos en R*), encontrando que, si 
exceptuamos los grupos cíclicos, un grupo de este tipo tiene como 
dominio fundamental un triángulo esférico cuyos ángulos. son de 
la forma x/p, x/q, re/r, donde p, q, y r son tres enteros > 1 tales 


O ARES 
que 7 + +7 >1 (1223), €. IL pp. 349-360 y pp. 561-708) 


Móbius señala también que estos grupos contienen todos los grupos 
finitos de desplazamientos como subgrupos. 

3.2 La amplitud de esta última corriente de ideas aumenta 
considerablemente cuando, como consecuencia de los trabajos de 
Riemann y Schwarz sobre la serie hipergeométrica y la representa- 


- ción conforme, se inicia el estudio de los «pavimentos» del plano 
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complejo o del semiplano por medio de figuras limitadas por arcos * 
de círculo, lo que proporciona a Klein y Poincaré la base para su. 
teoría de las «funciones automorfas», dándose cuenta de que se' 
trata (para el caso de arcos de círculo ortogonales a una recta fija) 


de un problema equivalente al de hallar los subgrupos discretos de. 
desplazamientos del plano no euclídeo hiperbólico (identificado 
con el «semiplano de Poincaré») [118]. 


4,0 Las nociones de poliedro regular y de «pavimentación». 
de R3 por medio de estos poliedros son extendidas a todos los es- ; 
pacios R” por Schláfli en un trabajo que se remonta poco más o 
menos a 1850, pero no publicado hasta mucho después, y que fue 
ignorado por largo tiempo ([273], t. IL, pp. 167-387). En él determina 
completamente los «politopos» regulares en cada R”, el grupo de 
desplazamientos que dejan invariante un politopo de este tipo, y ' 
un dominio fundamental de este grupo, que, como en el caso n= 3. 
estudiado por Móbius, es:una «habitación» cuya intersección: con: 
la esfera Sp, es un símplex esférico. Sin embargo, no ataca el pro-:: 
blema inverso de la determinación de los grupos finitos de despla--. 


zamientos engendrados por las reflexiones en R*, y este problema 
no será resuelto hasta mucho más tarde por Goursat [232] para 
n = 4 y no lo será paran cualquiera hasta los trabajos de E. Cartan 
([52 a], t. la, pp. 1003-1020) y Coxeter [70 c], sobre los que volvere- 
mos después. - E 


Hacia 1890 comienza, con los primeros trabajos de Killing y de 


E. Cartan sobre los grupos de Lie, una nueva corriente de ideas 


que se desarrollará durante bastante tiempo sin ninguna relación: 
con las anteriores. En su estudio de la estructura de las álgebras: 
de Lie semisimples complejas, Killing [180] y E. Cartan ([52 a], 
t. 1,, pp. 137-287) atribuyen desde el principio a ciertas formas: 
lineales w, sobre una «subálgebra de Cartan» h de un álgebra de: 
Lie.g de esta clase, un papel fundamental; se trata de las «raices»: 
relativas a b, que reciben este nombre debido a que para Killing 
aparecen como raíces de la ecuación característica det(ad (x) — T) 
= 0, consideradas como funciones de x sb. Las propiedades de estas. 
«raíces», establecidas por Killing y Cartan, pueden expresarse en 
el lenguaje geométrico actual. diciendo que forman un «sistema, | 
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reducido de raíces», y demuestran a continuación que la clasificación 
de las álgebras de Lie semisimples complejas se reduce a la de los 
«sistemas de raíces» asociados, que se reduce a su vez a la determi- 
nación de ciertas matrices con coeficientes enteros (que recibirán 
después el nombre de «matrices de Cartan»). Killing y Cartan 
ponen igualmente en evidencia, para toda raíz 2 la existencia de 
una permutación involutiva S, del conjunto de las raíces; utilizan 


"de manera esencial la transformación C = Sar Saz Sats producto 


de las permutaciones asociadas a | raíces que formen un sistema 
fundamental (transformación que ahora denominamos «transfor- 
mación de Coxeter»), llegan incluso a extender esta transformación 
en una transformación lineal del espacio vectorial engendrado por 
las raíces fundamentales «w, (1 <i< D, y estudian sus valores 
propios ([180], II, p. 20; [52 a], t. L,, p. 58). Pero ni Kiiling, ni Cartan 
al principio, parecen pensar en considerar el grupo $8” engendrado 
por las S,, y cuando Cartan, algo después ([52 a], t. I,, pp. 293-353), 
determina el grupo de Galois 9 de la ecuación característica 


det(ad,(x) — T) =0 


de un «elemento general» xeb, comienza su estudio sin hacer inter- 
venir los S,. Treinta años después, influido ya por los trabajos de 
H. Weyl, demuestra ([52 a], t. I,, pp. 555-568) que $ tiene como 
subgrupo distinguido el grupo $” y determina en todos los casos la 
estructura del grupo cociente 8/8”, que (en el caso de un álgebra 
simple 9) es de orden 1 ó 2, salvo para el tipo D,, para el que es 
isomorío a S,. Con este motivo da igualmente la interpretación 
de 9” como grupo inducido por los automorfismos interiores de un 
álgebra de Lie semisimple compleja que dejan estable una sub- 
álgebra de Cartan. 

Acabamos de hacer alusión a los trabajos de H. Weyl que inau- 
guran la interpretación geométrica del grupo 9” (llamado posterior- 
mente «grupo de Weyl» de g). Al igual que habían hecho Killing 
y Cartan para la transformación C, Weyl tiene la idea de considerar 
las S, como reflexiones en el espacio vectorial de las formas lineales 
sobre h. En la memoria de H. Weyl [331 b] vemos aparecer igual- 
mente el dominio fundamental del «grupo de Weyl afín» (sin que 
se indique demasiado claramente la relación con el «grupo de 
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Weyl» $”), que es utilizado en la demostración de que el grupo e 
fundamental de un grupo compacto semisimple es. finito, punto + + 


capital de su demostración de la reducibilidad completa de las re- 


presentaciones lineales de un álgebra de Lie semisimple compleja, - 

E. Cartan lleva a cabo poco después la síntesis de los puntos de vista 
globales de H. Weyl, de su propia teoría de las álgebras de Lie semi- 
simples reales o complejas y de la teoría de los espacios de Riemann-. - 
simétricos (que construye en esta época). En su memoria ([52 a], e 
t..La, pp. 793-840), Cartan completa la determinación de los politopos . ] 
fundamentales del grupo de Weyl y del grupo de Wey]l afín, intro-: E 
duciendo los retículos de pesos y de pesos radicales, y extiende lo. | 
anterior a los espacios simétricos, lo que le permite sobre todo: 


encontrar los primeros ejemplos de sistemas de raíces no reducidos 


(152 a], t. lz, pp. 1003-1020). En el artículo ([52 a], t. L, pp. 867-989) : 

se da la primera demostración del hecho de que todo grupo fini- * 

to engendrado por reflexiones en R* que sea irreducible posee : 

un dominio fundamental cuya intersección con S,_, es un sím-:: 
plex esférico. En dicho trabajo se demuestra. igualmente, por me- | 
dio de consideraciones geométricas, la unicidad de la raíz más a 
grande (para un orden lexicográfico cualquiera sobre un sistema 


de raíces). : 
Van der Waerden [317 b] demuestra algo más tarde, basándose 


en la memoria de H. Weyl, que la clasificación de las álgebras de 
Lie semisimples complejas es equivalente a la de los sistemas de 


raíces reducidos, limitándose para ello a consideraciones geomé- 


tricas elementales (mientras que Killing y Cartan obtienen esta. 
clasificación mediante complicados cálculos con determinantes). 
Casi simultáneamente, Coxeter determina explícitamente todos los: 
grupos finitos irreducibles de desplazamientos euclídeos que son: 
engendrados por reflexiones [70 c], completando de este modo los:: 
resultados de la memoria de E. Cartan ([$2 a], t. 12, pp. 793-840). 
que había determinado solamente los grupos «cristalográficos»: 
(i.e., los asociados a un sistema de raíces, o susceptibles de ser su-' 
mergidos en un grupo discreto infinito de desplazamientos). Coxeter : 
demuestra el año siguiente [70 d] que los grupos finitos engendrados-. 
por reflexiones son los únicos grupos finitos (salvo un isomorfismo) : 
que admiten una presentación mediante generadores involutivos Ry: 
que verifican relaciones de la forma (R¿Ry)%w = 1 (miz enteros), 
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y de aquí el nombre de «grupos de Coxeter» que se daría posterior- 
mente a los grupos (finitos o infinitos) que admiten una presentación 
de este tipo. 


Coxeter [70 e], seguido por Witt [337 c], parece haber sido el 
primero en tender un puente entre estas dos direcciones de trabajo. 
Ambos constatan que los grupos irreducibles infinitos de despla- 


zamientos euclíceos engendrados por reflexiones se corresponden 


biunivocamente (salvo un isomorfismo) con las álgebras de Lie 
simples complejas. Witt da una nueva determinación de los grupos 
discretos de este tipo, extendiendo además el teorema de Coxeter 
que acabamos de recordar [70 d] de tal modo que caracteriza igual- 
mente los grupos de Coxeter isomorfos a los grupos discretos infi- 
nitos de desplazamientos euclídeos. Este. resultado, junto con el 
hecho de que los grupos análogos de la geometría hiperbólica son 
también grupos de Coxeter 1 ha dado lugar al estudio decidido 
de estos últimos, preocupándose sobre todo al principio de una 
realización geométrica ([71], [308 a]), y después de J. Tits [308 b y cl, 
en un marco puramente algebraico, 

A partir de los trabajos de Witt, la teoría de los grupos de Lie 
semisimples y la de los grupos discretos engendrados por reflexiones 
no dejarán de influenciarse mutuamente del modo más beneficioso. 
Stiefel [296] hace notar en 1941 que los grupos de Weyl son exacta- 
mente los grupos finitos engendrados por las reflexiones que dejan 
invariante un retículo. Chevalley [62e] y Harish-Chandra [149 a] 
dan en 1948-51 demostraciones a priori de la correspondencia biu- 
nívoca entre grupos «cristalográficos» y álgebras de Lie semisimples 
complejas, mientras que hasta entonces solamente se era capaz de 
verificar por separado este tipo de correspondencia sobre cada tipo 
de álgebra de Lie simple. 

Por otra parte, hacia 1950, se. percibe que los polinomios inva- 
riantes por el grupo de Weyl desempeñan un papel importante en 
la teoría de las representaciones lineales de dimensión infinita [/49 a] 


1 Estos grupos, muy estudiados en el caso de dimensión 2, sólo han sido 


considerados incidentalmente en el caso de dimensión > 3 hasta estos últimos 
años. 
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y en la topología de los grupos de Lie. Por su parte, Coxeter [70 g], | 


vuelve a estudiar la transformación C, producto de reflexiones 


fundamentales de un grupo finito W engendrado por reflexiones, 
y constata (mediante un examen por separado de cada uno de los: 
tipos) que el álgebra de los polinomios invariantes por W está en-. 
gendrada por elementos algebraicamente independientes cuyos 
grados están ligados de manera sencilla con los valores propios. 
de C. Las demostraciones a priori de estos resultados fueron dadas | 


a continuación por Chevalley [62f], para el primero, y por Co 
leman [68] y Steinberg [292] para el segundo. 0 


Con el trabajo de A. Borel sobre los grupos algebraicos lineales. ca 
[30] da comienzo una serie de nuevos progresos de la teoría de los. 


grupos de Lie que deberían contribuir considerablemente a su ex: 


pansión. A Borel pone de manifiesto la importancia de los subgrupos 
resolubles conexos maximales (que se llamarán después «subgru-. 


pos de Borel») en un grupo de Lie, haciendo de ellos la herramienta 
principal de la transposición de una gran parte de la teoria clásica 
a los grupos algebraicos sobre un cuerpo algebraicamente cerrado 
(aun sin llegar todavía a obtener una clasificación de los grupos 
algebraicos simples ?). Los subgrupos de Borel habían hecho ya su 
aparición algunos años antes (en el caso de los grupos clásicos reales 
o complejos) en los trabajos de Gelfand y Neumark sobre las repre- 
sentaciones de dimensión: infinita, y F. Bruhat había descubierto 
en 1954 el hecho notable de que, para los grupos simples clásicos, 


la descomposición del grupo en clases dobles según un grupo de. 


Borel puede «indexarse» de manera canónica mediante el grupo 


de Weyl [40]. Dicho resultado fue extendido a continuación a todos 
los grupos semisimples reales y complejos por Harich-Chandra- 
[149 b]. Por otra parte, Chevalley [62 g], había conseguido asociar: 
(en 1955) a toda álgebra de Lie semisimple compleja g y a todo cuerpo. 
conmutativo k, un grupo de matrices con coeficientes en k en el que: 


* Se dice que un grupo algebraico de dimensión > 0 es simple (en el sentido ' 


de la geometría algebraica) si no contiene ningún subgrupo algebraico distinguido 


de dimensión > 0 distinto de sí mismo. Se dice que es semisimple si es isógeno:: 


a un producto de grupos simples no conmutativos. 
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existía una descomposición de Bruhat, y utilizó esto último para 
demostrar que, salvo un pequeño número de excepciones, el grupo 
definido de este modo era simple (en el sentido de la teoría de los 
grupos abstractos). Esto le permitía «explicar» la coincidencia, 
ya observada desde Jordan y Lie, entre los grupos de Lie simples 
(en el sentido dela teoría de los grupos de Lie) de los tipos A, B, C 
y D, y los grupos simples clásicos definidos de manera puramente 


algebraica sobre un cuerpo cualquiera (coincidencia que hasta en- 


tonces solamente había sido extendida a los tipos excepcionales 
G, y E, por Dickson [88 c y d)). En particular, si se consideraba un 
cuerpo finito k, la construcción de Chevalley daba, para cada uno 
de los tipos de álgebra de Lie simple compleja, una familia de grupos 
simples finitos, que contenía gran parte de los grupos simples finitos 
conocidos hasta entonces, así como tres nuevas series (que corres- 
pondían a los tipos de álgebras de Lie simples F,, E, y Es). Un poco 
después, una serie de “autores (Hertzig, Suzuki, Ree, Steinberg y 


Tits), empleando. diversos procedimientos basados en modifica- 


ciones de los métodos de Chevalley, mostraron que resulta posible 
obtener de un modo análogo los demás grupos simples conoci- 
dos entonces, con la excepción de los grupos alternados y los gru- 
pos de Mathieu, construyendo además otras series de nuevos grupos 
simples finitos (cf. [54]). 

Casi simultáneamente, Chevalley [62 h], utilizando una vez más 
la técnica de las descomposiciones de Bruhat, junto con un resultado 
fundamental sobre el normalizador de un subgrupo de Borel, vuelve 
a estudiar los grupos algebraicos lineales, llegando al resultado de 
que sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k de característica 
cualquiera, la teoría de los grupos algebraicos lineales semisimples * 
da lugar esencialmente a los mismos tipos de la clasificación de 


. Killing-Cartan para k =C. A continuación, J. Tits [308 a y bl, 


mediante un análisis de los métodos de Chevalley, obtiene una ver- 
sión axiomatizada (los «BN-pares») de las descomposiciones de 
Bruhat en una forma enormemente flexible, en la que interviene 
únicamente la estructura de grupo (esta noción recibe ahora el 


3 La existencia de numerosas álgebras de Lie simples «patológicas» sobre 
un cuerpo de característica p > 0 habría podido hacer dudar a algunos de la 
universalidad de la clasificación de Kiiling-Cartan, 
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nombre de «sistema de Tits»). Todos los grupos simples (en los.. 
distintos sentidos de la palabra) de que nos hemos ocupado más - 
arriba pueden dotarse de modo canónico de sistemas de Tits, y el: 
propio Tits ha demostrado [308 c] que la existencia de un sistema 
de este tipo en un grupo abstracto G, junto con algunas propiedades. 
supiementarias que no desbordan el marco de la teoría de grupos, : 
permite demostrar que G es simple, teorema que contiene la mayor - 
parte de los resultados de simplicidad dados hasta entonces para 
estos grupos. Además, TFits ha generalizado, en colaboración con 
A. Borel, los resultados obtenidos en [62h] por Chevalley, mos. ] 
trando la existencia de sistemas de Tits en el grupo de puntos racio=-:. 
nales de un grupo algebraico lineal semisimple sobre un cuerpo. 


cualquiera [31]. 


Todos los sistemas de Tits que encontramos en estas cuestiones” ¡ 
poseen un grupo de Weyl finito. Otra categoría de ejemplos ha sido | 
descubierta por Iwahori y Matsumoto [170], mostrando que, si: 
en la construcción de Chevalley de [62 g] k es un cuerpo p-ádico, 
el grupo obtenido posee un sistema de Tits cuyo grupo de Weyl... 
es el grupo de Weyl afín del álgebra de Lie semisimple compleja de: 
partida. Este resultado acaba de ser extendido por Bruhat y Tits [41]: 


a todos los grupos algebraicos semisimples sobre un cuerpo local: 
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